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 10 СТЕРЕОМЕТРИЯ 

 
10.1 ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ И ФОРМУЛЫ 

 
МНОГОГРАННИКИ 

 
Теорема Эйлера 

 Если V – число вершин, R – число ребер, G – число граней выпуклого 
многогранника, то справедливо равенство:  

2=+− GRV . 
 

Призма 
 Основание – равные многоугольники; боковые грани – 
параллелограммы. 

lРS ⋅= сб  – площадь боковой поверхности; 
lSHSV ⋅=⋅= c  – объем призмы, 

l – боковое ребро, Р – периметр основания, S – площадь основания, Н – 
высота, сР  – периметр перпендикулярного сечения, сS  – площадь 
перпендикулярного сечения. 
 Прямая призма – боковые ребра перпендикулярные плоскости 
основания. 

lРS ⋅=б . 
 Правильная призма – прямая призма, основанием которой является 
правильный многоугольник. 
 Параллелепипед – основание призмы есть параллелограмм. 
 Прямоугольный параллелепипед – прямая призма, основанием 
которой является прямоугольник. 

hРS ⋅=б ; 
abcV = ; 

2222 cbad ++= , 
cba ,,  – длины ребер, исходящих из общей вершины, 

      d  – диагональ параллелепипеда. 
 Куб – прямоугольный параллелепипед, у которого длины всех ребер 
равны (а). 

3aV = ; 
3ad = . 

 
Пирамида 

 Основание – многоугольник; боковые грани – треугольники, 
сходящиеся в одной вершине. 
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HSV ⋅=
3
1

 – объем пирамиды,  

S – площадь основания, Н – высота. 
 Правильная пирамида – основание есть правильный многоугольник. 

lРS ⋅=
2
1

б  – площадь боковой поверхности, 

Р – периметр основания, l – апофема (высота какой-либо боковой грани 
правильной пирамиды). 
 Усеченная пирамида – верхняя часть пирамиды, отсечена плоскостью 
параллельной основанию. 

)(
3
1

2121 SSSShV ++= , 

где h  – высота, 1S  и 2S  – площади оснований. 
 Правильная усеченная пирамида – основания есть правильные 
подобные многоугольники. 

lРРS ⋅+= )(
2
1

21б , 

где 1Р  и 2Р  – периметры оснований, l – апофема. 
 

ТЕЛА ВРАЩЕНИЯ 
 

Прямой круговой цилиндр и прямой круговой конус 
Rhπ=Ω 2ц  – боковая поверхность цилиндра, 

)(2ц RhRS +π=  – полная поверхность цилиндра, 

hRV 2
ц π=  – объем цилиндра, 

Rlπ=Ωк  – боковая поверхность конуса, 
)(к RlRS +π=  – полная поверхность конуса, 

2
к 3

hRV π
=  – объем конуса, 

lRR )( 1у.к +π=Ω  – боковая поверхность усеченного конуса, 

)(
3

2
11

2
у.к RRRRhV ++

π
=  – объем усеченного конуса, 

R  – радиус круга, лежащего в основании тела вращения, h  – высота, l  – 
образующая конуса, 1R  – радиус «верхнего» основания усеченного конуса. 
  

Шар и шаровой сегмент 
2

ш 4 RS π=  – поверхность шара, 



 391

3
ш 3

4 RV π=  – объем шара, 

Rhπ=Ω 2с  – площадь поверхности шарового сегмента, 







 −π=

3
2

c
hRhV  – объем шарового сегмента, 

R  – радиус шара, h  – высота сегмента. 
 

Шар и многогранник 
 1. Если многогранник вписан в шар, то вокруг каждой из его граней 
можно описать окружность. 
 2. Если шар вписан в многогранник, то его центр равноудален от всех 
граней и лежит на пересечении плоскостей, делящих двугранные углы 
многогранника пополам. 
 

Прямой круговой цилиндр и прямой круговой конус 

 Обозначения: 

h − высота цилиндра или конуса; 

R − радиус круга, лежащего в основании; 

R1 − радиус верхнего основания усеченного конуса; 

L − образующая конуса. 

1. Боковая поверхность цилиндра Sσ = 2π⋅R⋅h. 

2. Полная поверхность цилиндра Sп = 2π⋅R⋅(h + R). 

3. Объем цилиндра V = π⋅R2⋅h. 

4. Боковая поверхность конуса Sσ = π⋅R⋅L. 

5. Полная поверхность конуса: Sп  = π⋅R⋅(L + R). 

6. Объем конуса: V = 
π
3 ⋅h⋅R2. 

7. Объем усеченного конуса: V = 
π
3 ⋅h⋅(R2 + R1 R + R1

2). 

8. Боковая поверхность усеченного конуса Sσ = π⋅(R + R1)⋅L. 
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10.2 ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 
 
1. Диагональ прямого параллелепипеда составляет с плоскостью основания 
угол α, а с боковой гранью угол β. Высота параллелепипеда равна h. 
Найдите объем параллелепипеда. 
 

 Решение. 
 
По  условию  ∠ B1DB  =  α,   ∠ B1DC1  =  β,   AA1  =  BB1  =  CC1  =  DD1  = h. 

 

  

B1

B
 β α

A D

C

C1

A1 D1

 

Треугольник DBB1 – прямоугольный, 

следовательно, BD = 
α

=
α tgtg
1 hBB , B1D  =   

α
=

α sinsin
1 hBB

. 

Треугольник  DB1C1 – прямоугольный, значит 

 B1C1  =  B1D⋅ sinβ  =  
α
β

sin
sinh

 . 

АВ = 2
11

222 CBBDADBD −=− =  

= β−α
α

=
α

β
−

α
22

2

22

2

2

sincos
sinsin

sin
tg

hhh
 . 

 

V = AB⋅B1B⋅AD =
α
β

⋅⋅β−α
α sin

sinsincos
sin

22 hhh
 = 

 

.sincos
sin

sin 22
2

3

β−α
α
β

=
h

 

 

 Ответ: β−α
α
β 22

2

3

sincos
sin

sinh
. 

 
2. Определите объем правильной четырехугольной призмы, если ее 
диагональ образует с плоскостью боковой грани угол 30°, а сторона 
основания равна 3 см. 
 

 Решение. 
 
По  условию  AB  =  BC  =  CD  =  AD  =  A1B1  = B1C1 = C1D1 = A1D1 = 3 см, 
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∠ B1D C1 = 30°. Треугольник   DB1С1 – прямо- 

угольный , следовательно,   
°

=
30tg

11
1

CBDC
3

33⋅
=

.2392722
11

=−−= =DCDCCC  

B 1

B

A D

C

C1

A1 D1

 

.227239
1

2 =⋅⋅= =CCADV  

 

 Ответ: 227  см3. 
 
3. Основанием прямой призмы служит равнобедренный треугольник, в 
котором основание равно а, и угол, прилежащий к нему, равен α. 
Определите объем призмы, если ее боковая поверхность равна сумме 
площадей ее оснований. 
 

 Решение. 
 

A

A1

B

B1

C M

C1

 

По  условию  AC  =  AB  =   A1C1  =  A1B1, 
CB = C1B1 = a, ∠ ABC = ∠ ACB = α. 
Треугольник   АBС   –   равнобедренный,   АМ  
⊥  СВ   ⇒ CM = MB  и    

,
cos2cos

AB
CM

AC
a

=
α

=
α

=  

   α⋅=α⋅= tg
2

tg a
CMAM . 

=++=++ )(
1111111

ABCBACAABBAABBCCCCAA SSS  

.
cos

cos1
cos 11 α

α+
⋅⋅=






 +

α
= aaa

AAAA  

⇒α=⋅α⋅== ⋅ tg
4

tg
22

1
2
1 2aaaS BCAMABC    ⇒=

+
⋅⋅ tgα

2αcos
αcos1 2

1
aaAA  

.2tg
2

2cos22
2cos2sin2

)cos1(2
sin

21
α=

α⋅

αα⋅
=

α+
α

=
aaa

AA  

.
2

tgtg
82

tg
2

tg
4

32

1
α⋅α=α⋅α=⋅=

aaaSV AACBA  
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 Ответ: α⋅α tg
2

tg
8

3a
. 

 
4. Найдите объем наклонной призмы, основанием которой служит 
равносторонний треугольник со стороной m, если длина бокового ребра L, а 
угол между ребром и плоскостью основания равен 60°. 
 

 Решение. 
 
По   условию   AB   =   BC   =   AC   =   m, 

AA1  =  BB1  =  CC1  =  L,  A1D  ⊥  плоскости ABC, 
∠ A1AD  = 60°. Треугольник ADA1 – 
прямоугольный, следовательно, DA1  = 

1AA .
2

3
sin60 ⋅=⋅ Lo  

 

A

A1

B

B1

C

D

C1

 

4
32mS CBA = ,  

8
3

2
3

4
3 22

1
LmLmDASV CBA =⋅=⋅= . 

 

 Ответ: Lm2

8
3

. 

 
5. Боковые грани треугольной пирамиды взаимно перпендикулярны, 
величины их площадей равны 8, 9, 16 см2. Определите объем пирамиды.  
 

 Решение. 
 
Ребра боковых граней пирамиды взаимно перпендикулярны. Пусть их 

длины  –  x,  y,  z.   Тогда  по  условию  ,8
2
1

=xz  ,9
2
1

=yz .16
2
1

=xy  

.96321816
32
18
16

222 =⇒⋅⋅=






⇒

=
=
=

xyzzyx
xy
yz
xz

 

yx
z

 

16
6
1

2
1

3
1

==⋅= xyzxyzV . 
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 Ответ: 16 см3. 
 

6. Вычислите объем правильной треугольной пирамиды, длины всех ребер 
которой равны 26 . 
 

 Решение. 
 
По условию AB = BC = AC = AD =  CD  =  BD  =  26 . Треугольник 

A B
O

C
A1

D

 

АBС  –    равносторонний,   следовательно,     

∠ АСВ = 60°, 
( )

318
4

326 2

==
ABC

S . 

Опустим перпендикуляр DO на плоскость 
треугольника   АВС,   (⋅) О – точка  
пересечения  высот  треугольника  АВС.  АА1  

⊥  СВ и  АА1  = АВ⋅sin60° = 63
2
326 =⋅ . 

АА1 – медиана треугольника АВС. 

62
3
2

1 == AAAO  (по свойству медиан). 

.3448247222 ==−=−= AOADDO  

.7234318
3

1

3

1
=⋅⋅=⋅⋅= DO

ABC
SV  

 
 Ответ: 72. 

 
7. Боковое ребро правильной четырехугольной пирамиды равно m и 
составляет с плоскостью основания угол α. Найдите объем пирамиды. 
 

 Решение. 
 

По условию  AS = BS = SC = SD = m,   AB = BC = CD = AD. SO − 
высота,   треугольник    SDO – прямоугольный,   ∠ SDO = α,   SO = SD·sinα = 
m·sinα, OD = m·cosα, BD = 2 m·cosα. Диагональ квадрата BD = 2 AB   ⇒ 
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.cos2
2

cos2
2

α⋅=
α⋅

== mmBD
AB

=⋅=⋅= 2

3
1

3
1 ABSOSSOV ABCD

α⋅α⋅=α⋅α⋅= sincos
3
2cos2sin

3
1 2322 mmm . 

     

 S

B

A D

C

O

 

Ответ: α⋅α⋅ sincos
3
2 23m . 

 
8. В цилиндре параллельно его оси на расстоянии m от нее проведена 
плоскость, отсекающая от окружности основания дугу, которой 
соответствует центральный угол α. Площадь сечения равна S. Определите 
объем цилиндра. 
 

 Решение. 
 
По  условию  ∠ BOA = α,  OM = m,  AB ⋅ BB1 = S,  ОМ ⊥ АВ, 

треугольник   ОАВ – равнобедренный, следовательно, ОМ – медиана   и   
биссектриса.  В   прямоугольном   треугольнике   ОАМ   

2cos2cos α
=

α
=

mOM
OA . 

 

2tg22tg22 α⋅=α⋅=⋅= ⋅ mOMАМAB , 

2tg2
1 α⋅

==
m

SS
AB

BB . 

α
π

=
α⋅

⋅
α

⋅π=⋅⋅π=
sin

2tg22cos2

2

1
2 Sm

m

SmV BBOA . 

A

A1

B

B1

O

O1

M

 

 Ответ: 
α

π
sin

Sm
. 

 
9. Радиус основания равностороннего конуса (в осевом сечении − 
правильный треугольник) равен 10 см. Найдите площадь сечения, 
проведенного через две образующие, угол между которыми равен 30°. 
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 Решение. 
 

A C

B

30°

 

По  условию   ∠ ABC   =   30°,   R  =   10  см. 
Длина образующей равностороннего конуса равна 
диаметру   основания    ⇒   AB  =  BC = 2·R = 20.  

S = 
2
1

⋅AB·BC·sin30° = 
2
1

⋅20·20·
2
1

 = 100. 

 
 

Ответ: 100 см2. 
 

10. Угол при вершине осевого сечения прямого кругового конуса равен 120°. 
Образующая конуса равна 6. Найдите радиус шара, описанного около этого 
конуса. 
 

 Решение. 
 

A B

S

О

 

По  условию  AS  =  BS  =  6,  ∠ ASB  =  
120°.  Центр шара  –  точка  О; треугольники  
OAS  и  OBS  равны.  ∠ OSB  =  60°,  т.к.  OS  –  
биссектриса  ∠ ASB. OS = OB (радиусы шара), 
следовательно, ∠ SBO  =  ∠ OSB  =  60°  и 
треугольник   OSB  −  равносторонний.   Тогда  
OB = OS = SB = 6. 
 

Ответ: 6. 
 

11. Шар пересекается плоскостью, проходящей на расстоянии а от центра 
шара. Площадь сечения равна S. Найдите радиус шара. 

 Решение. 
 

 

    

O1 A

О

 

Пусть  О – центр  шара, О1 – центр круга 
(сечения   площади   S).   По   условию   OO1 =  a. 

S  = π⋅O1A2  ⇒ O1A2 =
π
S .  ОО1 перпендикулярно 

плоскости  сечения, следовательно, треугольник 
ОАО1 – прямоугольный. Тогда OA2 = O1A2+ OO1

2 =  

a2 + 
π
S

 и  OA = 
π

+ Sa2 . 
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Ответ: 
π

+ Sa2 . 

 
12. В полусферу радиуса R вписана треугольная пирамида, основанием 
которой служит равносторонний треугольник. Найдите объем пирамиды. 
 

 Решение. 
 
О  –  центр   сферы,  следовательно,      

OS  = ОС = R. По условию    AB = BC = AC, 

следовательно, 
3

3⋅
=

ABR   и 3RAB = . 

3
4
3

4
3 2

2

RS AB
ABC == . 

32

4
33

4
3

3
1

3
1 RRRSV OSABC =⋅⋅=⋅= . 

   

O

A

B

S

С

 

 

 Ответ: 3

4
3 R . 

 
13. Найдите  площадь  поверхности  сферы,  описанной  около  куба  с  
ребром а. 
 

 Решение.  
 
По условию AB = AD = AA1 = a. Пусть 

точка  О – центр  сферы,  тогда  OD  =  OB1  =  R. 
B1D   –   диагональ   куба,   следовательно, 
B1D2   =  AB2  +  AD2  +  AA1

2         ⇒ 
(2R)2 = a2 + a2 + a2                ⇒ 

2R = 
2

3
3 2 aRa =⇒ . 

B1

B

A D

C

C1

A1 D1

О

 

2
2

2
сферы 3

4
344 aaRS π=π=π= . 

 
 Ответ: 3πа2. 
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14. В конус вписан шар. Площадь поверхности шара относится к площади 
основания конуса как 4 : 3. Найдите угол между образующей конуса и 
плоскостью основания. 
 

 Решение. 
 

ABC – осевое  сечение  конуса с образующей L и радиусом основания 
R,  О  –  центр  вписанного  шара  радиуса r.  По условию AB = BC = L, ON = 

OM = r, MC = AM = R, ∠ ACB = ∠ BAC = α , 
3
4

2

2

π
4 π

=
R
r

.  

A M C

N

O

B

α

 

Треугольники   OMC   и   ONC  равны,  
следовательно, ∠ ACO = α/2. Тогда 

3
1

2
tg ===

α
R
r

MC

OM
 ⇒ 

62
π

=
α

 ⇒ 
3
π

=α . 

 
 

  
Ответ: π/3. 
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10.3 ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ 
 

1. Определите объем прямого параллелепипеда, диагональ которого равна 

2 2  см и составляет с одной гранью угол в 30°, а с другой в 45°. 

 Ответ: 4 см3. 

 

2. Плоскость, проведенная через вершины AD1C прямого параллелепипеда 

AВDC1A1В1D1C1, образует угол 60° с плоскостью основания. Длины сторон 

основания равны 6 см и 8 см. Найдите объем параллелепипеда. 

 Ответ: 230,4 3  см3. 

 

3. В прямом параллелепипеде длины сторон основания 3 см и 5 см, а одна из 

диагоналей основания 4 см. Найдите длину большей диагонали 

параллелепипеда, зная, что меньшая диагональ образует с плоскостью 

основания угол 60°. 

 Ответ: 10 см. 

 

4. В основании прямой призмы лежит прямоугольный треугольник, длина 

одного из катетов которого равна 3 см. Диагональ боковой грани призмы, 

проходящей через другой катет, составляет с плоскостью основания призмы 

угол 45°. Высота призмы равна 4 см. Найдите площадь полной поверхности 

призмы. 

 Ответ: 60 см2. 

 

5.  В основании прямой призмы лежит прямоугольный треугольник, длина 

катетов которого равна 3 и 4 см. Плоскость, проходящая через вершины 

прямого угла верхнего основания и гипотенузу нижнего основания, 

составляет с ним угол 45°. Высота призмы равна 4 см. Найдите площадь 

полной поверхности призмы. 
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 Ответ: 40,8 см2. 

 

6. Диагональ основания правильной четырехугольной пирамиды равна 14 см, 

боковое ребро 25 см. Вычислите объем пирамиды. 

 Ответ: 784 см3. 

 

7. Найдите объем правильной четырехугольной пирамиды, если длина ее 

апофемы 8 см, а длина бокового ребра 10 см. 

 Ответ: 96 7 см3. 

8. В основании пирамиды лежит равнобедренный треугольник, у которого 

высота, опущенная на основание, равна h. Боковая грань пирамиды, 

проходящая через основание этого треугольника, перпендикулярна его 

плоскости. Каждое из двух лежащих в этой грани боковых ребер образует 

угол α с плоскостью основания и имеет длину L. Найдите объем пирамиды. 

 Ответ: α2sin
6

2Lh ⋅ . 

 

9. Длины сторон основания и бокового ребра правильной шестиугольной 

пирамиды равны соответственно 3 см и 5 см. Найдите длину высоты 

пирамиды. 

 Ответ: 4 см. 

 

10. Определите площадь боковой поверхности и объем цилиндра, если 

площадь основания цилиндра S, а площадь его осевого сечения Р. 

 Ответ: 
2
πSPπP; . 

 

11. Вычислите площадь сечения, проведенного через вершину конуса под 

углом 30° к  его высоте, если длина высоты конуса 3 3  см, а радиус 

основания 5 см. 
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 Ответ: 24 см2. 

 

12. В правильную усеченную четырехугольную пирамиду вписан шар 

диаметра d. Найдите объем пирамиды, если сторона нижнего основания 

равна а. 

 Ответ: 
2

)4224(
3
1

a

ddaad ++
. 

 

13. Найдите объем шара, вписанного в усеченный конус, образующая 

которого равна 10 см и составляет угол в 45° с плоскостью основания. 

 Ответ: 125 π
2

3
 см3. 

 

14. Найдите отношение объема шара, вписанного в правильную треугольную 

пирамиду, к объему шара, описанного около этой пирамиды. 

 Ответ: 9/3 . 
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10.4 КОНТРОЛЬНЫЕ ЗАДАЧИ ПО ТЕМАМ 

 
Многогранники        Вариант 1 

№ 
задания 

Задание 

1 Определите число ребер призмы, имеющей 11 граней. 
 

2 Стороны основания прямоугольного параллелепипеда 
равны 4 см и 3 см. Определите площадь боковой 
поверхности параллелепипеда, если его диагональ 
наклонена к плоскости основания под углом 45°. 

3 В прямом параллелепипеде стороны основания равны 
4 см и 6 см и образуют угол 30°. Боковая поверхность 
равна 20 см2. Определите объем параллелепипеда. 

4 В правильной треугольной призме стороны основания 
равны 1 см, а площадь боковой поверхности равна 

153 . Найдите длину диагонали боковой грани 
призмы. 

5 Основанием прямой призмы служит равнобедренный 
треугольник, площадь которого равна 18 см2. Найдите 
площадь боковой поверхности призмы, если ее высота 
равна 22 −  см. 

6 Основанием призмы является трапеция. Найдите 
объем призмы, если площади ее параллельных 
боковых граней равны 24 см2 и 8 см2, а расстояние 
между ними равно 4 см. 

7 Найдите угол наклона боковой грани правильной 
треугольной пирамиды к плоскости основания если 
сторона основания пирамиды 62  см, а высота 1 см.  

8 Основанием правильной пирамиды служит 
многоугольник, сумма внутренних углов которого 
равна 720°. Найдите объем пирамиды, если ее боковое 
ребро, равное 2 см, составляет с высотой пирамиды 
угол 30°. 

9 Боковое ребро правильной усеченной 
четырехугольной пирамиды равно 5 см, площади 
оснований 72 см2 и 18 см2. Найдите объем пирамиды. 

10 Основанием пирамиды является прямоугольный 
треугольник с катетами 6 см и 26  см. Каждое ее 
боковое ребро наклонено к плоскости основания под 
углом 60°. Найдите объем пирамиды. 
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Многогранники        Вариант 2 

№ 
задания 

Задание 

1 Определите число граней усеченной пирамиды, если 
число её вершин равно 8. 

2 Угол между диагоналями основания прямоугольного 
параллелепипеда равен 30°. Диагональ 
параллелепипеда составляет с плоскостью основания 
угол 45°. Найдите высоту параллелепипеда, если его 
объем равен 2 см3. 

3 Основанием прямого параллелепипеда служит 
параллелограмм, один из углов которого равен 30°. 
Найдите объем параллелепипеда, если площадь его 
основания равна 4 см2 а площади боковых граней 6 
см2 и 12 см2. 

4 Найдите объем правильной треугольной призмы, 
если сторона ее основания равна 2 см, а площадь 
боковой поверхности равна сумме площадей 
оснований. 

5 Основанием прямой призмы служит ромб, а площади 
ее диагональных сечений равны 3 см2 и 4 см2. 
Найдите площадь боковой поверхности призмы. 

6 Найдите объем призмы, основанием которой служит 
равносторонний треугольник со стороной 2 см, если 
боковое ребро призмы равно стороне основания и 
наклонено к плоскости основания под углом 60°. 

7 Найдите угол между боковым ребром и плоскостью 
основания правильной треугольной пирамиды, если 
сторона основания равна 62 , а высота пирамиды – 
1 см. 

8 Найдите боковую поверхность правильной 
шестиугольной пирамиды, высота которой равна 8 
см, а боковое ребро равно 16 см. 

9 Найдите объем правильной четырехугольной 
усеченной пирамиды, если ее диагональ равна 18 см, 
а длины сторон оснований равны 14 см и 10 см. 

10 Основанием пирамиды служит равносторонний 
треугольник с основанием 3  см и боковыми 
сторонами 2 см. Найдите объем пирамиды, если 
боковые ребра составляют с плоскостью основания 
углы 60°  
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Многогранники        Вариант 3 
№ 

задания 
Задание 

1 Определите число ребер пирамиды, имеющей 9 
вершин.  

2 Найдите объем прямоугольного параллелепипеда, 
если его диагональ равна 13 см, а диагонали его 
боковых граней равны 104 см и 173  см.  

3 Определите объем куба, если площадь сечения куба 
плоскостью, проходящей через три его несмежные 
вершины равна 34  см2. 

4 Наибольшая диагональ правильной шестиугольной 
призмы равна 4 см и составляет с боковым ребром 
призмы угол 30°. Найдите объем призмы. 

5 Основанием прямой призмы является равнобочная 
трапеция с боковой стороной 5 см и основанием 7 см 
и 3 см. Найдите площадь боковой поверхности 
призмы, если ее высота равна 12 см. 

6 Найдите объем наклонной треугольной призмы, у 
которой площадь одной из граней равна 24 см2, а 
расстояние от плоскости этой грани до 
противолежащего ребра равно 5 см.  

7 Найдите длину бокового ребра правильной 
треугольной пирамиды со стороной основания 3 см и 
высотой 1 см. 

8 Найдите объем правильной четырехугольной 
пирамиды, если ее боковое ребро равно 3  см и 
равно диагонали квадрата, лежащего в основании 
пирамиды. 

9 Стороны оснований правильной треугольной 
усеченной пирамиды равны 3 см и 7 см. Найдите 
площадь боковой поверхности пирамиды, если ее 
ребро равно 52  см. 

10 Основанием пирамиды служит параллелограмм со 
сторонами 10 см и 18 см и площадью 90 см2. Высота 
пирамиды проходит через точки пересечения 
диагоналей и равна 6 см. Найдите боковую 
поверхность пирамиды.  
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Многогранники        Вариант 4 
№ 

задания 
Задание 

1 Определите число граней усеченной пирамиды, 
имеющей 9 ребер. 

2 Найдите угол наклона диагонали прямоугольного 
параллелепипеда к плоскости основания, если 
диагонали боковых его граней составляют с 
плоскостью основания углы 45° и 2сtgarc . 

3 В основании прямого параллелепипеда лежит 
параллелограмм со сторонами 1 см и 4 см и острым 
углом 60°. Найдите объем параллелепипеда, если его 
большая диагональ равна 33 . 

4 Основанием параллелепипеда служит квадрат со 
стороной 13 см. Одна из вершин нижнего основания, 
одинаково удалена от всех вершин нижнего основания 
и удалена от плоскости этого основания на 2 см. 
Найдите полную поверхность этого параллелепипеда. 

5 Основанием прямой призмы является равнобедренный 
прямоугольный треугольник с гипотенузой 22  см. 
Найдите объем призмы, если ее боковое ребро равно 
катету. 

6 Основанием призмы служит правильный треугольник 
со стороной 2 см. Длина бокового ребра составляет 6 
см, а одно из боковых ребер образует с прилежащими 
сторонами оснований углы 45°. Найдите боковую 
поверхность призмы. 

7 Найдите углы между боковым ребром и плоскостью 
основания правильной треугольной пирамиды со 
стороной основания 3 см и высотой 1 см. 

8 Найдите объем правильной четырехугольной 
пирамиды, если ее боковое ребро составляет с 
плоскостью основания угол 45°, а площадь 
диагонального сечения равна 9 см2. 

9 Стороны оснований правильной усеченной 
шестиугольной пирамиды равны 4 см и 2 см. Найдите 

объем пирамиды, если ее высота равна 
3
3

 см. 

10 Основанием пирамиды является прямоугольный 
треугольник с катетами 12 см и 5 см. Каждое ее 
боковое ребро наклонено к плоскости основания под 
углом 45°. Найдите объем пирамиды. 
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Многогранники        Ответы 
№ варианта 

 
 

№ задания 

1 2 3 4 

1 27 6 16 5 
2 70 2 144 30 
3 18 12 16 12 
4 4 1 9 48 
5 12 10 312 4 
6 64 3 60 )12(12 +  
7 

2
2

arctg  
22сtgarc  2 30 

8 

2
3

 3192  0,75 18 

9 168 872 60 14 
10 254  1 192 65 
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Тела вращения        Вариант 1 

№ 
задания 

Задание 

1 Через конец радиуса шара под углом 60° проведена 
секущая плоскость. Найдите площадь полученного 
сечения, если площадь поверхности шара равна 64 
см2. 

2 Найдите объем конуса, осевое сечение которого есть 
прямоугольный треугольник с площадью 4 см2. 

3 Найдите отношение объема цилиндра к объему 
вписанного в него шара. 

4 Основанием конуса служит круг, вписанный в 
основание правильной четырехугольной призмы. 
Вершина конуса лежит на другом основании призмы. 
Найдите объем призмы, если объем конуса равен 17π 
см3. 

5 Найдите радиус основания цилиндра равновеликого 
усеченному конусу с радиусом оснований 2 см и 11 
см и той же высотой. 

6 Найдите радиус шара, вписанного в конус, высота 
которого равна 8 см, а образующая равна 10 см. 

7 Найдите отношение объема шара, описанного около 
правильной треугольной призмы, высота которой 
вдвое больше стороны основания, к объему призмы. 

8 Около правильной треугольной призмы описан 
цилиндр. Площадь боковой поверхности цилиндра 
равна 14π см2. Расстояние между осью цилиндра и 
диагональю боковой грани призмы равно 32  см. 
Найдите объем призмы. 

9 Разверткой боковой поверхности конуса является 
сектор с дугой 135°. Найдите угол при вершине 
осевого сечения конуса. 

10 Найдите объем тела вращения, получающегося в 
результате вращения правильного треугольника со 
стороной 2 см, вокруг одной из сторон. 
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Тела вращения        Вариант 2 

 
№ 

задания 
Задание 

1 Шар пересечен плоскостью, отстоящей от центра 

шара на 
π

3
 см. Найдите площадь сечения, если 

площадь поверхности шара равна 48 см2. 
2 Найдите объем конуса, если его высота равна 3 см, а 

угол при вершине осевого сечения равен 120°. 
3 Найдите объем цилиндра, если площадь его боковой 

поверхности равна 2 см2, а площадь основания 4π 
см2. 

4 Боковая поверхность конуса в три раза больше 
площади основания. Найдите высоту конуса, если 
радиус равновеликого ему шара равен 2 см. 

5 Найдите радиус основания конуса, равновеликого 
усеченному конусу той же высоты с радиусами 
оснований 3 см и 5 см. 

6 В шар вписан конус, высота и радиус основания 
которого равны соответственно 3 см и 33  см. 
Найдите радиус шара. 

7 Найдите площадь полной поверхности правильной 
шестиугольной призмы, описанной около шара 
радиуса 1 см. 

8 В конус высотой 4 см и углом между высотой и 
образующей 30° вписан конус так, что его вершина 
находится в центре основания первого конуса, а 
образующая перпендикулярна его образующей. 
Найдите объем вписанного конуса. 

9 Найдите отношение площади боковой поверхности 
конуса к площади основания, если разверткой его 
боковой поверхности является сектор с дугой 135°. 

10 Равнобедренная трапеция с основаниями 2 см и 6 см 
и площадью 48 см2 вращается вокруг средней 
высоты. Найдите объем тела вращения. 
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Тела вращения        Вариант 3 
№ 

задания 
Задание 

1 Площадь сечения шара плоскостью в 8 раз меньше 
площади поверхности шара. Найдите радиус шара, если 
расстояние от центра шара до секущей плоскости равно 

2  см. 
2 Найдите объем конуса, если его образующая наклонена 

к плоскости основания под углом 45°, а его осевое 
сечение есть равнобедренный треугольник с 
основанием 6 см. 

3 Найдите отношение объема цилиндра, высота которого 
в 2 раза больше диаметра основания, к объему 
описанного около него шара. 

4 Основанием конуса служит круг, вписанный в грань 
куба, а вершина конуса лежит на противоположной 
грани куба. Найдите объем конуса, если сторона куба 
равна 4 см. 

5 Найдите угол, который составляет образующая конуса 
с плоскостью его основания, если длина образующей 

3  см, а расстояние от вершины конуса до центра 
вписанного в него шара равно 1 см. 

6 Найдите объем конуса, осевое сечение которого 
представляет собой равносторонний треугольник, если 

объем вписанного в него шара равен 
3

32
 см3. 

7 Найдите площадь боковой поверхности правильной 
восьмиугольной призмы, если в нее вписан шар, 
поверхность которого равна ( 12 + ) см2. 

8 Около шара описан усеченный конус, площадь 
нижнего основания которого в 4 раза больше площади 
верхнего основания. Найдите площадь боковой 
поверхности конуса, если радиус шара 22  см.  

9 Найдите площадь основания конуса, если развертка его 
боковой поверхности представляет собой треть круга 
радиуса 3 см. 

10 Найдите объем тела вращения, полученного в 
результате вращения ромба с диагоналями 15см и 

π

60
см,  

вокруг большей диагонали. 
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Тела вращения        Вариант 4 
№ 

задания 
Задание 

1 Плоскость сечения шара делит его радиус, 
перпендикулярный этой плоскости в отношении 1 : 
3, считая от центра шара. Найдите площадь сечения, 
если площадь поверхности шара равна 96 см2. 

2 Найдите площадь полной поверхности конуса, если 
его высота равна 4 см, а угол при вершине осевого 
сечения равен 120°. 

3 Найдите площадь поверхности цилиндра, описанного 
около шара, если площадь поверхности шара равна 
330 см2. 

4 В правильную четырехугольную пирамиду вписан 
конус. Найдите объем конуса, если объем пирамиды 
равен 3 см3. 

5 Около шара описан усеченный конус, у которого 
площадь одного основания в четыре раза больше 
площади другого. Определите угол, который 
составляет образующая конуса с плоскостью 
основания. 

6 В шар вписан конус, образующая которого равна 
диаметру основания. Найдите отношение полной 
поверхности конуса к поверхности шара. 

7 Найдите отношение поверхностей шаров описанного 
и вписанного в правильную треугольную призму. 

8 В треугольную пирамиду, все ребра которой равны 
между собой, вписан шар радиуса 3  см. Найдите 
объем пирамиды. 

9 Найдите высоту конуса, если развертка его боковой 
поверхности, представляет собой четверть круга 
радиуса 60 см. 

10 Найдите площадь полной поверхности тела 
вращения, полученного в результате вращения 

прямоугольного треугольника с катетами 
π

6
 и 

π

8
 

вокруг меньшего катета. 
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Тела вращения        Ответы 
№ варианта 

 
 

№ задания 

1 2 3 4 

1 4 3 2 22,5 

2 
3

8π  27π 9π )323(16 +π  

3 1,5  
25

53
 495 

4 204 3 44  3
16π

 
4

3π
 

5 7 7 
3
π

 
3
1

arccos  

6 3 6 24 0,6625 

7 
27

64π
 312  8 5 : 1 

8 63 π 9π 72 

9 
8
3

arccos2  2,(6) π 7,5 

10 2π 52π 75 144 
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11 ВЕКТОРЫ 

 
11.1 ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ И ФОРМУЛЫ 

 
Прямоугольная декартова система координат 

 Расстояние между точками А ААА zyх ,,( ) и В BBB zyх ,,( ) 
222 )()()( AВAВAВ zzyyxxAB −+−+−= . 

 Координаты середины отрезка АВ: 

2
ВA xxx +

= , 
2

ВA yyy +
= , 

2
ВA zzz +

= . 

Уравнение прямой с угловым коэффициентом k на плоскости: 
bkxy += . 

Уравнение окружности радиуса R с центром в точке 00 ,( yх ) на 
плоскости 

22
0

2
0 )()( Rууxx =−+− . 

 
Векторы в прямоугольной декартовой системе координат 

 Координаты вектора == ABa zуx aaa ,,( ), заданного точками начала 

А ААА zyх ,,( ) и конца В BBB zyх ,,( ): 

ABx xxa −= ,   ABу ууa −= ,   ABz zza −= . 
Модуль вектора: 

222
zуx аaaaa ++== . 

 
Линейные операции над векторами 

Сложение векторов: 
=+ ba zуx aaa ,,( ) + zуx bbb ,,( ) = +xa( ,xb +уa ,уb +za )zb . 

Умножение вектора на число: 
=λa ),,(),,( zуxzуx aaaaaa λλλ=λ . 

Единичный вектор 0a , сонаправленный с вектором a  (орт вектора a ): 

a
a

a 1
0 = . 

 
Скалярное произведение векторов 

Скалярное произведение векторов: 
ϕ=⋅ cosbaba , 

где ϕ  – угол между ненулевыми векторами ba , . 
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Скалярное произведение векторов заданных своими координатами: 
=⋅ ba zуx aaa ,,( ) zуx bbb ,,(⋅ ) = ⋅xa +xb ⋅уa +уb ⋅za zb . 

=⋅ aa( 22222 ааaaa яуx ==++ ). 
Косинус угла между векторами 

ba
ba ⋅

=ϕcos
222222
zуxzуx

zzууxx

bbbaaa
bababa

++++

++
= . 

 
Условие перпендикулярности и коллинеарности векторов 

0=⋅⇔⊥ baba    или   0=++ zzууxx bababa . 

baba λ=⇔    или   
z

z

y

y

x

x

b
a

b
a

b
a

== . 

 
Проекция вектора на ось, сонаправленную с вектором: 

b
baаab

⋅
=ϕ= cosпр . 
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10.2 ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 
 
1. Установите, при каких значениях т, длина вектора 

5;55;2( +−+= mma )  не  превышает  12. 
 
Решение. 

.3100307

14484142

12)5(55)2(12

2

2

22

≤≤−⇒≤−+⇔

⇔≤++⇔

⇔≤++++⇔≤

mmm

mm

mma

 

 
Ответ: ].3;10[−∈m  
 

2. Найдите длину вектора cba 23 −= , если b  = (–1; 4; 3),  
    c  = (2; –1; 7). 
 

 
Решение. 

=−−+−=−−−=−= )14;2;4()9;12;3()7;1;2(2)3;4;1(323 cba
 

    = .3032702519649)5,14,7( ==++=⇒−− a  

Ответ: 303 . 
 
3. Найдите отношение длин диагоналей параллелограмма, построенного на 
векторах a  = (3; 5; –2) и b  = (–2; 3; –3). 
 

Решение. 
 Используя формулы п.2, запишем: 
 )5;8;1(1 −=+= bad  

)1;2;5(2 =−= bad  
Искомое отношение: 

1
3

1425
25641

2

1 =
++

++
=

d
d

. 

 
Ответ: 1:3 . 
 

b

1d

a  

2d
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4. Найдите  длину  медианы   AD  стороны   ВС   треугольника   АВС,   если   
А (–1;–3;4), В (2;–4;–1), С (4;6;5). 
 
 Решение. 
 Координаты точки D – середины отрезка ВС: 

32
42

2
=+=

+
= CB

D
xxx , 12

64
2

=+−=
+

= CB
D

yyy , 

22
51

2
=+−=

+
= CB

D
zzz . 

АD  = ),,( ADADAD zzyyxx −−− =  (3+1; 1+3; 2–4) = (4,4,–2). 
AD  = 63641616 ==++ . 

 
 Ответ: 6. 
 
5. Заданы  три  последовательные вершины параллелограмма  А (2; –3; 1), В 
(4; 1; 2), С (6; 7; 1). Найдите координаты вершины D. 
 
 Решение. 

 Координаты точки О – середины диагонали АС параллелограмма: 

4
2

62
2

=
+

=
+

= CA
O

xxx , 22
73

2
=+−=

+
= CA

O
yyy ,  

1
2

11
2

=
+

=
+

= CA
O

zzz . 

 По свойству диагоналей параллелограмма: 

2
DB

O
xxx +

= , 
2

DB
O

yyy +
= , ⇒

+
=

2
DB

O
zzz  

02,32,42 =−==−==−=⇒ BODBOBBOD zzzyyyxxx . 
 
 Ответ: (4,3,0). 
 
6. Найдите длину средней линии трапеции, заданной координатами вершин А 
(2; 0; –1), В (5; –1; 1), С (–2; 1; 3), D (–8; 3; –1). 
 
 Решение. 

=AB  (3; –1; 2), =BC  (–7; 2; 2), =CD  (–6; 2; –4),  
=AD (–10; 3; 0). 

CD  = –2 AB  , следовательно, DCBA  и эти векторы являются 
основаниями трапеции. 

Длина средней линии  
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14
2
3

2
16436419

2
=

+++++
=

+ CDAB
. 

 

 Ответ: 14
2
3

. 

 
7. Докажите, что сумма квадратов расстояний от произвольной точки 
окружности, вписанной в квадрат со стороной а, до его вершин, есть 
величина постоянная, и найдите эту величину. 
 
 Решение. 
 

Введем прямоугольную систему 
координат Oху с началом координат в 
центре окружности и осями, 
параллельными сторонам квадрата. Тогда 
вершины квадрата имеют координаты: 

,
2

,
2

,
2

,
2 






−






 −−

aaBaaA     ,
2

,
2 






 aaC  







 −

2
,

2
aaD .  

 

Введем векторы 

,
2

;
2 






 ++=

ayaxPA pp   ,
2

;
2 






 −+=

ayaxPB pp  

,
2

;
2 






 −−=

ayaxPC pp   





 +−=

2
;

2
ayaxPD pp . 

=+++=+++
22222222 PDPCPBPAPDPCPBPA  

+





 +

2

2
ax p +






 +

2

2
ay p +






 +

2

2
ax p +






 −

2

2
ay p  

+ +





 −

2

2
ax p +






 −

2

2
ay p +






 −

2

2
ax p

2

2






 +

ay p =  

= .2)(444 22222222 ayxayax pppp ++=+++  

x 

D A 

B C 

O 

),( pp yxP
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1B
C1 

A1 

OA1  

O 

Координаты pp yx ,  точки Р, лежащей  на окружности, удовлетворяют      

условию:      
2

22

2






=+

ayx pp .         Отсюда следует, что 

22
2

2222 32
4

4 аааPDPCPBPA =+=+++ . 

 
Ответ: 3а2. 
 

8. В прямой треугольной призме АВСА1В1С1 точка О есть точка пересечения 
медиан треугольника АВС. Найдите разложение вектора А1О по векторам  
BA  = a , 1BB  = b , BC  = c . 
 

Решение. 
 

 
 
 
 
 
 
                                        C 
B                               D 

                         A 

 

По   свойству   медиан   ⇒=
1
2

OD
BO

 

=+== )
2
1(

3
2

3
2 ACBABDBO  

).(
3
1))(

2
1(

3
2 acaca +=−+=  

Но ⇒++=++= OAabOAABBBBO 11111  

).23(
3
1

3
1

3
1

1

1

abcOA

acOAab

−−=⇒

⇒+=++⇒
 

 

Ответ: abc
3
2

3
1

−− . 

 
9. Тетраэдр         задан         координатами         вершины       А (5; 3; –1),   В 
(–4; 1; 2),   С (0; 7; –4), D (11; –2; 6). Найдите расстояние от середины 
ребра АВ до середины ребра СD. 
 
 Решение. 

Введем   векторы,   AB  = (–9; –2; 3), AC  
= (–5; 4; –3), CD  = (11; –9; 10), совпадающие 
со сторонами тетраэдра. Обозначим   Е,  F  –  
середины   ребер  АВ  и  СD соответственно.  

 
            D 
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Тогда справедливо равенство: 

=AF CDACEFAB
2
1

2
1

+=+ . 

+−−=−+= )3;4;5(
2
1

2
1 ABCDACEF  

)
2
1;

2
1;5()3;2;9(

2
1)10;9;11(

2
1

=−−−−+ . 

                                     B 
                 F 
A                         E 
 

                         C 

 
 

2
51

4
1

4
125 =++=EF . 

 

Ответ: 
2
51

. 

 
10. Найдите скалярное произведение и косинус угла между векторами c  = 
3 a  + b  и d  = – a  + 2b , если a  = (1; –2; 0), b  = (–5; 2; 3). 
 

Решение. 
).3;4;2()3;2;5()0;6;3()3;2;5()0;2;1(33 −−=−+−=−+−=+= bac

 ).6;6;11()3;2;5(2)0;2;1(2 −=−+−−=+−= bad  
.166364)11(2 =⋅+⋅−−−=++=⋅ zzyyxx dcdcdcdc  

.2139,0
19329

16
36361219164

16cos ≈=
++++

=
⋅

=ϕ
dc
dc

 

 
Ответ: 16;  0,2139. 

 
11. Найдите вектор a  = )1;;( −yx aa , если известно, что он перпендикулярен 

векторам b  (–3; 4; 0) и c  (2; –1; 3). 
 

Решение. 
Найдем скалярные произведения yx aaba 43 +−=⋅ , 

32 −−=⋅ yx aaca . Из условия перпендикулярности векторов получим 
систему уравнений: 









=

=
⇒





=−−
=+−

5
9
5

12

032
043

y

x

yx

yx

a

a

aa
aa

 . 
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Ответ: a  = (2,4;  1,8;  –1). 

 
12. Найдите площадь треугольника, построенного на вектора a  и b , если 
угол ϕ между ними равен 30° и a  ⋅ b  = 34 . 
 

Решение. 

.8
2/3

34
30cos

cos ==
°

=⇒=⋅
babababa ϕ  

.2
2
18

2
130sin8

2
1sin

2
1

=⋅⋅=°⋅⋅==∆ ϕbaS  

 
Ответ: 2. 

 
13. Найдите  площадь   треугольника,   заданного  координатами  вершин  А 
(–2; –3; 1), В (5; 3; 7), С (–8; 6; 3). 
 

Решение. 
)6,6,7(=AB , AC  = (–6; 9; 2). 

121
24

48136363649
2696)6(7cos =

++++
⋅+⋅+−⋅

=
⋅
⋅

=ϕ
ACAB
ACAB

. 

98,0
121

6,118
121
14065

14641
5761cos1sin 2 ≈≈=−=ϕ−=ϕ . 

 
Угол ϕ  равен углу ВАС треугольника АВС. 

.3,5998,0121
2
1sin

2
1

≈⋅⋅≈ϕ=∆ ACABS ABC  

 
Ответ: 59,3. 

 
14. Установите,   при   каких   значениях   α ,   векторы   a  = (2; 1; 3α)   и  
b  = (α2; 4; –3) перпендикулярны. 
 

Решение. 
 

α−+α=⋅ 942 2ba  и из условия перпендикулярности векторов 
получим: 

.4,
2
1 ,0492 21

2 откуда =α=α=+α−α  
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Ответ: 






 4;

2
1

. 

 
15. Докажите теорему косинусов ( Abccba cos2222 −+= ). 
 

Решение. 
 
Обознaчим: bCAaCBcAB === ,, . 

Теперь cba += . Умножим обе части 
полученного равенства скалярно на a : 

⇔+⋅+=⋅ )()( cbcbaa  

.cos2

)cos(2

2

222

222

222

Abccba

Acbcba

cbcba

−+=⇔

⇔−π++=⇔

⇔⋅++=⇔

 

 

                     B 
         c  
                                   a  
A 
            
                 b                     С 
 

 
16. Найдите     радиус    R    окружности,    проведенный    через    точки    А 
(–2,3,1), В (4,–1,0), С (3,1,4). 
 
 

Решение. 
 

)4,2,1();3,2,5();1,4,6( −=−=−−= BCACAB . 

;5311636 =++=AB  

;389425 =++=AC ;211641 =++=BC  

.
3853

35
3853
3830cos

⋅
=

⋅
−+

=
⋅
⋅

=ϕ
ACAB
ACAB

.
3853

789
3853

351cos1sin
2

2

⋅
=

⋅
−=ϕ−=ϕ  

.789
2
1

3853
7893853

2
1sin

2
1

=
⋅

⋅⋅
=ϕ=∆ ACABS ABC  

.66,36,53
2
1

7892
215338

4
≈≈

⋅⋅
=

⋅⋅
=

∆ABCS
BCACAB

R  
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Ответ: 3,66. 

 
 
17. Найдите угол между диагональю B1D куба 1111 DCBABCDA и прямой, 
соединяющей точки F и Е – центры граней ABCD и BB1C1C. 

 
Решение. 
 
Обозначим а длину ребра куба и введем прямоугольную систему 

координат с центром O в точке В и осями, направленными по ребрам. Тогда 
точки B1, D, E, F имеют координаты 

 
                             z 
                  1B                                 1C  
     1A                          1D  
                                          E 
 
                   B,O                             C   y 
                            F                    a 
      A                                   D                     
        x                                 
 

1B    (0,0,а),   D   (а,а,0),   E (0, 

2
a

,
2
a

), F (
2
a

,
2
a

,0). 

Введем векторы 

)
2

;0;
2

(),;;(1
aaEFaaaDB −=−=

. 

=
⋅
⋅

=ϕ
EFDB
EFDB

1

1cos  

.
3
2

44

22
22

222

22

=

+⋅++

+
=

aaaaa

aa

 

 

Ответ: 
3
6arccos . 

 
 
18. Грани     правильной     четырехугольной    усеченной    пирамиды    
АВСДА1В1С1Д1 составляют угол 45° с плоскостью большего основания. 
Найдите площадь треугольника В1D1Р, где Р – середина ребра AD, если 
сторона большего основания равна а и высота пирамиды равна стороне 
меньшего основания. 
 

Решение. 
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                     z 
                 
 
                    B1             b              C1 

                         ϕ 
        A1                              D1 
 
                    B,О                             C 
                                  h                          y 
                                                   a 
     A2    45°                      45°   D2 

   А                                        D 
                     P 
     x 

Введем прямоугольную 
декартову систему координат с 
центром в точке В и осями ох и 
оу, направленными по ребрам 
ВА и ВС. Сечение А2А1D1D2 
призмы плоскостью 
параллельной плоскости Oyz 
есть равнобочная трапеция с 
нижним основанием а, с углом 
α  = 45° при нижнем основании 
и  высотой h,  равной верхнему 
основанию b. Отсюда 

3
ahb == . Тогда координаты 

точек В1, D1, P равны 

),
3

,
3

,
3

(1
aaaB  ),

3
,

3
2,

3
2(1

aaaD  

).0,
2

,( aaP  

)0;
3

;
3

(11
aaDB = , )

3
;

6
;

3
2(1

aaaPB −= . 

6
21

9369
4,

3
2

99

222

1

22

11
aaaaPBaaaDB =++==+= . 

42
5

4218
185

6
21

3
2

189
2

cos 2

2

22

111

111 =
⋅

⋅
=

⋅

+
=

⋅
⋅

=ϕ
a

a
aa

aa

PBDB
PBDB

. 

42
17

42
251sin =−=ϕ . 

.
36

17
42
17

6
21

3
2

2
1sin

2
1 2

11111

aaaPBDBS PDB =⋅⋅⋅=ϕ=∆  

Ответ: 
36

172a
 . 
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10.3 ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ 
 

1. Установите,   при   каких   значениях   параметра   λ ,   длина   вектора  a  = 
(λ–1; 2λ ; 2) превышает длину вектора b  = (–λ ; 1; 3) не более чем в два 
раза.  
 Ответ: [–5,7]. 
 
2. Установите, при каких значениях т, длина вектора a  = (т+1; 3 ; т), 
удовлетворяет неравенству 42 << a . 
 Ответ: )2,0()1,3( ∪−−∈m . 
 
3. Найдите   длину   вектора   a ,   если   3a  – 2b  = (–1; 4; 2),   a  + 5b  = (3; –
5; 1). 

 Ответ: 
17

57
. 

 
4. Докажите, что точки А (3,–3,5), В (–1,–1,–1), С (1, –2,2) лежат на одной 
прямой. 
 
5. Найдите длину медианы АD треугольника АВС, заданного координатами 
вершин А (–1,4,0), В (4,5,–1), С (8, –1,5). 
 Ответ: 57 . 
 
6. Найдите расстояние между серединами ребер АВ и 11CB  треугольной 
призмы АВСА1В1С1, если А (0,–3,3), В (4,7,3), С (–2,1,1), А1 (5,3,7). 
 Ответ: 89 . 
 
7. Найдите длину биссектрисы угла А треугольника АВС, если А (1,–3,–1), В 
(1,1,2), С (3,–1,0). 

 Ответ: 
4
195

. 

 
8. В треугольнике АВС стороны АВ и ВС разделены точками Р и Q в 
отношении 3:2 и 3:5, считая от вершины В. Разложите вектор PQ  по 
векторам AB  и AC . 

 Ответ: ACAB
8
3

40
9

+ . 
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9. В треугольнике АВС сторона ВС в 1,5 раза больше стороны АВ, АЕ и ВF – 
медианы. Разложите вектор BD  – биссектрису угла В треугольника, по 
векторам AF  иBF . 

 Ответ: BFAE
15
14

15
2

+− . 

 
10. В тетраэдре АВСD медиана DЕ грани ВСD делится точкой М в отношении 
3:5, считая от вершины D. Разложите вектор АМ  по векторам 

ADACAB ,, . 

 Ответ: АDАСАВ
8
5

16
3

16
3

++  . 

 
11. Найдите скалярное произведение и угол между векторами a  и b , если 

dca −−=
2
1 , adcb 35

2
3

−−= , c  = (0; –4; –2), d  = (1; –2; –2). 

 Ответ: 6;  45° 
 
12. Найдите проекцию вектора a  = (–5; 4; 7) на ось, сонаправленную с 
вектором b = (4; 0; –3). 
 Ответ: –8,2. 
 
13. Установите, при каких значениях α  и β  вектор a  = (–1; 5;  α) 
перпендикулярен вектору b  = (β ; 4; –2), если b  = 6. 
 Ответ: {(8,4); (12,–4)}. 
 
14. Найдите вектор d  = (α , 2 α , –1), если известно, что вектор 2 a  + d  
перпендикулярен вектору b  – d , a  = (1; –3; 2), b  = (2; 0; –4). 

 Ответ: )1,
5

11212,
5

116( −
±±

. 

 
15. Найдите площадь параллелограмма с последовательными вершинами 
А(0,–3,7), В (5,4,–1), С (–2,1,5). 
 Ответ: 46,43. 
 
16. Найдите вектор x , перпендикулярный оси Oх, если скалярное 
произведение 3818, =⋅−=⋅ bxax , где a  = (5; 4; –2), b  = (–1; –3; 5). 
 Ответ: (0,–1,7). 
 
17. Найдите радиус окружности, описанной около треугольника АВС, 
заданного координатами вершин А (2,–1,4), В (3,–3,2), С (5,–2,1). 

Ответ: 2,26. 
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18. Основанием прямой призмы АВСА1В1С1 высотой а, является правильный 
треугольник со стороной а. Найдите площадь сечения призмы плоскостью, 
проходящей через диагональ А1В и середину ребра СС1. 

 Ответ: 
4

62a . 
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11.4 КОНТРОЛЬНЫЕ ЗАДАЧИ ПО ТЕМАМ 
 

Векторы        Вариант 1 
№ 

задания 
Задание 

1 Найдите длину медианы стороны ВС треугольника 
АВС, если А(–2;–1;1), В(2;5;4), С(6;1;–2). 

2 В параллелограмме ABCD заданы координаты 
вершины А(–4;2;8), АВ (–3;5;1) и BD (–2;4;–1). 
Найдите сумму координат вершины С 
параллелограмма. 

3 Установите,     при     каких    т     длина     вектора    
а  = (т; –2т;1) больше 9. 

4 Найдите проекцию вектора а  = (–1; 4;2) на 
направление вектора b , если b  = а  – 2c , c  = (2;–
2;0). 

5 Даны вектор а  = (–1; 9;2) и точка А(4;0;–3). Найдите 
длину вектора АВ , перпендикулярного вектору а , 
если известно, что точка В принадлежит оси OZ. 

6 Найдите площадь треугольника с вершинами в 
точках А(–2;–2), В(–2;4) и С(1;–1). 

7 Найдите bа + , если а  = 12, b  = 14 и bа −  = 

262 . 
8 В кубе ABCDA1B1C1D1 найдите косинус угла между 

векторами 1DA  и DM , где М – середина ребра 1CC . 
9 Найдите косинус угла между противолежащими 

ребрами правильной треугольной пирамиды со 
стороной основания 3 см и высотой 7 см. 

10 Запишите уравнение окружности, если точки А(–2;1), 
В(4;5) являются концами диаметра окружности. 
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Векторы        Вариант 2 
№ 

задания 
Задание 

1 
Векторы а  = (1; т; 2) и b  = 






 + 1 3, 1,

2
 n  

коллинеарны. Найдите модули векторов. 
2 Найдите длину биссектрисы угла А треугольника 

АВС, заданного координатами вершин А(–1;–3;–1), 
В(1;1;2), С(3;–1;0). 

3 В трапеции ABCD с основаниями ВС и AD заданы 
АВ  = (–7;4;5), АС  = (3;2;–1), АD  = (20;–4;–12). 
Найдите сумму координат вектора MN , если М и N – 
середины сторон АВ и CD соответственно. 

4 Найдите косинус угла между векторами, а  = 3с + d  
и b  = –с  + 2d , если с  = (1;–1;2), d  = (–2;1;–1). 

5 Даны вектор а  = (4;–3) и точка А(2;–9). Найдите 
скалярное произведение а ⋅ АВ , если известно, что 
точка В принадлежит оси ОХ, и векторы АВ  и а  
коллинеарны. 

6 Найдите площадь треугольника с вершинами в 
точках А(–2;4), В(4;4) и С(2;1). 

7 Найдите b , если а  = 6, bа +  = 11 и bа −  = 7. 
8 Найдите косинус угла между большей диагональю и 

диагональю правильной шестиугольной призмы, 
исходящими из одной вершины, если длина стороны 
основания призмы равна 2 см, а высота призмы 5 см. 

9 Основанием правильной четырехугольной пирамиды 
высотой 3 см служит квадрат АВСD со стороной 5 
см. Найдите угол между векторами АЕ  и FG , если Е 
– вершина пирамиды, F – середина ребра AD, G – 
середина ребра ВС. 

10 Заданы три последовательные вершины 
параллелограмма А(2;1;0), В(0;–2;4), С(–4;2;5). 
Найдите координаты вершины D. 
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Векторы        Вариант 3 
№ 

задания 
Задание 

1 Точки А(4;–3;5), В(2;6;7) и D(13;–1;3) являются 
вершинами ромба АВСD. Найдите длину диагонали 
АС ромба. 

2 В трапеции АВСD с основаниями АС и CD точки М и 
N – середины  сторон AD и ВС соответственно, MN  
= (–6;2;–4) и CD  = (9;–3;6). Найдите сумму 
координат вектора AB . 

3 Найдите все значения параметра т, при которых 
длина вектора а  = (2т;10;3т) меньше длины 
вектора b  = (–3;4т; 4). 

4 Найдите скалярное произведение векторов а  и c , 
если а  = (3;–1;2), b  = (1;2;–3), c  = а  – 2b . 

5 Даны вектор а  = (1;–2;3) и точка А(2;4;5). Найдите 
длину вектора AB , перпендикулярного вектору а , 
если известно, что точка В принадлежит оси ОХ. 

6 Найдите площадь треугольника с вершинами в 
точках А(–2;–3), В(2;1) и С(6;1). 

7 Найдите b  – а ,  если bа −  = 20, bа +  = 22 и 

b  = 19. 
8 В правильной треугольной призме ABCA1B1C1 со 

стороной основания 3 см и высотой 5 см  найдите 
косинус угла между вектором 1AВ  и СМ , где М – 
середина ребра B1C1. 

9 Основанием пирамиды АВСD служит 
прямоугольный треугольник АВС с прямым углом В. 
Грани АВD и ВСD составляют угол 90° с плоскостью 
основания. Найдите косинус угла между векторами 
EF  и GH , где точки E, F, G, H – середины ребер AD, 
ВC, DC и АС соответственно, если равны АВ = 3см, 
ВС = 4 см, AD = 7 см.  

10 Запишите уравнение окружности, проходящей через 
точки А(–4;6), В(3;5), С(4;2). 
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Векторы        Вариант 4 
№ 

задания 
Задание 

1 Точки А(2;3;–5), С(3;6;8) и D(5;4;–1) являются 
вершинами параллелограмма АВСD. Найдите длину 
диагонали ВD параллелограмма. 

2 Найдите   длину   средней   линии   трапеции,   
заданной  координатами  вершин А(3;–1;–2), В(–
1;0;2), С(–3;2;3), D(–3;5;1). 

3 Установите,   при   каких   т   длина   вектора  а = (–
т;8;–3)  более  чем  в  два  раза  превышает длину 
вектора b  = (–2;0;2т). 

4 Найдите   косинус   угла   между   векторами  а  = 
(2;–3;1)    и    b ,    если    b  = –а  + 2c ,   c  = (1;2;–
1). 

5 Даны вектор а  = (–1;5) и точка А(4;2). Найдите 
длину вектора AB , если известно, что точка В 
принадлежит оси OY, и скалярное произведение 
а ⋅ AB  равно 4. 

6 Найдите площадь треугольника с вершинами в 
точках А(–2;5), В(1;1) и С(–2;–3). 

7 Найдите bа − , если а  = 13, b  = 19 и bа +  = 22. 
8 В прямоугольном параллелепипеде ABCDA1B1C1D1   

АA1= 10 см,   АD = 6 см,  АВ = 8 см. Найдите косинус 
угла между векторами 1DВ  и 1АD . 

9 Найдите расстояние между серединами ребер АВ и 
CD пирамиды ABCD, заданной координатами вершин 
А(5;3;–1), В(–4;1;2), С(0;7;–4), D(11;–2;6). 

10 Найдите сумму координат точки расположенной  на  
оси  ОХ  и  равноудаленной  от  точек А(–1;4) и 
В(5;2). 
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Векторы        Ответы 
№ варианта 

 
 

№ задания 

1 2 3 4 

1 
52  41 ; 

2
41

 
170  51  

2 5 23  2 6 
3 

),4(
)4,(

+∞∪
∪−−∞  

3 
),5(

)5,(
+∞∪

∪−−∞  







−

3
39;

3
39

 

4 

93
9341

 
510

25511
−  

24 

259
25912

 

5 80  –75 3 10  4 
6 9 9 8 12 
7 2 157  7 10 376  
8 

10
10

 
41
41

 
34

109
2
1

 
85

178
 

9 

104
523

 
43

435
 

455
6531

 
2
51

 

10 

13)3(

)1(
2

2

=−+

+−

у
х

 

(–2; 5; 1) 

4
5

4
13

2

2

=−+

++

















у

х

 

12
11
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КОНТРОЛЬНЫЕ ТЕСТЫ К РАЗДЕЛАМ 10, 11 

 
ТЕСТ 1 

№ 
задания Задание 

1 Верно  ли, что в кубе с ребром 1 см можно уместить отрезок 
длиной 1,7 см? 

2 Верно ли, что в кубе найдется сечение, которое является 
правильным пятиугольником? 

3 Верно ли, что в прямоугольном параллелепипеде с ребрами 1 
см, 1 см, 2 см есть точки, равноудаленные от середин всех 
ребер? 

4 Верно ли, что в любом прямоугольном параллелепипеде 
можно получить квадратное сечение? 

5 Верно ли, что существует наклонный параллелепипед, одно 
из диагональных сечений которого является квадратом? 

6 Верно ли, что в прямом параллелепипеде все диагональные 
сечения являются прямоугольниками? 

7 Верно ли, что в правильной треугольной призме есть точка, 
равноудаленная от всех граней? 

8 Верно ли, что в правильной треугольной призме диагональ 
боковой грани составляет равные углы с другими боковыми 
гранями? 

9 Верно ли, что правильная четырехугольная призма, два ребра 
основания которой равны 1 см, является кубом, если ее 
диагональ равна 3  см? 

10 Верно ли, что четырехугольная призма является правильной, 
если все ее диагонали равны? 

11 Верно ли, что в любой правильной п-угольной призме 
существует п плоскостей симметрии? 

12 Верно ли, что существует призма, у которой 15 вершин?  
13 Верно ли, что треугольная пирамида является правильной, 

если каждая ее грань есть равнобедренный треугольник? 
14 Верно ли, что в правильном тетраэдре с ребром 1 см угол 

между скрещивающимися ребрами больше 60°? 
15 Верно ли, что если в тетраэдре ABCD взаимно 

перпендикулярны ребро DВ и грань АВС, то все его грани 
есть прямоугольные треугольники? 

16 Верно ли, что в правильной четырехугольной пирамиде 
РABCD с основанием ABCD, каждое ребро которой равно 2 
см, расстояние от точки А до прямой РС больше 1 см? 

17 Верно ли, что существует правильная четырехугольная 
пирамида, у которой точка, равноудаленная от всех вершин, 
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лежит на основании пирамиды? 
18 Верно ли, что в любой правильной п-угольной пирамиде при 

п > 3 найдутся такие ее боковые грани, угол между которыми 
является тупым? 

19 Верно ли, что чем больше угол, под которым из вершины 
правильной пирамиды видно ребро основания, тем меньше ее 
объем? 

20 Верно ли, что существует пирамида, у которой граней больше 
чем вершин? 

21 Верно ли, что существует пирамида, в которой есть ребро 
основания, перпендикулярное двум ее граням? 

22 Верно ли, что объем правильной треугольной пирамиды с 
боковыми ребрами равными 2 см и прямыми плоскими 
углами при вершине, меньше 1 см3? 

23 Верно ли, что существует сечение правильной треугольной 
призмы, представляющее собой равнобедренный 
прямоугольный треугольник? 

24 Верно ли, что для каждого сечения шара можно найти 
перпендикулярное и равное ему сечение? 

25 Верно ли, что в шаре радиуса 2 см, площадь сечения, 
удаленного от центра на 1 см, меньше 10 см2? 

26 Верно ли, что радиус шара пропорционален кубическому 
корню из его объема? 

27 Верно ли, что в любом цилиндре есть два равновеликих 
сечения, одно из которых параллельно его оси, а другое 
перпендикулярно ей? 

28 Верно ли, что в цилиндре диаметр основания которого равен 
его образующей и равен 2 см, площадь осевого сечения 
больше 3 см2? 

29 Верно ли, что отношение площади поверхности цилиндра к 
площади его боковой поверхности может быть любым 
числом большим 1?  
 

30 Верно ли, что существуют два таких неодинаковых цилиндра, 
что равны отношения их объемов и площадей поверхностей? 

31 Верно ли, что в каждом конусе есть равновеликие круговое и 
треугольное сечения? 

32 Верно ли, что в конусе, диаметр основания которого равен 
образующей и равен 2 см, существует сечение, параллельное   
основанию,   площадь   которого   равна  1 см2? 

33 Верно ли, что существует конус, у которого площадь боковой 
поверхности равна площади основания? 

34 Верно ли, что существует два неравных конуса, у которых 
равны высоты, объемы и площади боковых поверхностей 
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соответственно? 
35 Верно ли, что всегда существует куб, вершины которого 

находятся на поверхности конуса? 
36 Верно ли, что центр сферы, описанной около тетраэдра, 

находится в этом тетраэдре? 
37 Верно ли, что если диагонали параллелепипеда 

ABCDA1B1C1D1 пересекаются в точке О, то 

12
1

2
1 АААDАВОС ++= ? 

38 Верно ли, что если ABCDA1B1C1D1 есть куб с ребром 2, то 
скалярное произведение векторов  12АВа −=  и DCb 1=  
больше 1? 

39 Верно ли, что не существует вектора, перпендикулярного 
одновременно векторам )0,1,2(=а , )1,0,2(=b  и 

)2,0,1(=c ? 
40 Верно ли, что из равенства проекций вектора а  на 

направление вектора b  и вектора b  на направление вектора 
а , следует равенство векторов а  и b ? 

 



 435

 
ТЕСТ 2 

№ 
задания Задание 

1 Верно ли, что в кубе с ребром 1 см расстояние между 
скрещивающимися ребрами соседних граней больше 0,5 см? 

2 Верно ли, что в кубе с ребром 1 см найдется сечение площади 
больше 2 см2? 

3 Верно ли, что в прямоугольном параллелепипеде с ребрами 1 
см, 1 см, 2 см есть точки, равноудаленные от всех граней? 

4 Верно ли, что все диагонали равны только в таком 
параллелепипеде, который является прямоугольным? 

5 Верно ли, что существует наклонный параллелепипед, две 
грани которого являются прямоугольниками? 

6 Верно ли, что наклонный параллелепипед можно разделить 
плоскостью на такие две части, из которых можно составить 
прямой параллелепипед? 

7 Верно ли, что в правильной треугольной призме существует 
сечение, являющееся пятиугольным? 

8 Верно ли, что в правильной треугольной призме угол между 
скрещивающимися диагоналями боковых граней может быть 
прямым? 

9 Верно ли, что правильная четырехугольная призма, два ребра 
основания которой равны 1 см, является кубом, если ее объем 
равен 2 см3? 

10 Верно ли, что четырехугольная призма является правильной, 
если все ее ребра равны? 

11 Верно ли, что в любой правильной п-угольной призме 
существует точка, равноудаленная от всех ребер? 

12 Верно ли, что существует призма, у которой 20 ребер? 
13 Верно ли, что треугольная пирамида является правильной, 

если ее противоположные ребра попарно перпендикулярны? 
14 Верно ли, что в правильном тетраэдре с ребром 1 см угол 

между гранями больше 45°? 
15 Верно ли, что если в тетраэдре ABCD взаимно 

перпендикулярны ребро DВ и грань АВС, то АD ⊥  ВС? 
16 Верно ли, что в правильной четырехугольной пирамиде 

РABCD с основанием ABCD, каждое ребро которой равно 2 
см, расстояние от прямой  АD до плоскости РВС больше 2 
см? 

17 Верно ли, что существует правильная четырехугольная 
пирамида, в которой есть точка, равноудаленная от всех 
ребер? 

18 Верно ли, что в любой правильной п-угольной пирамиде 
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имеются  п  плоскостей симметрии? 
19 Верно ли, что чем больше угол, под которым из вершины 

правильной пирамиды видно ребро основания (при 
построенной высоте), тем больше ее площадь поверхности? 

20 Верно ли, что существует пирамида, у которой самое 
короткое боковое ребро равно ее высоте? 

21 Верно ли, что существует пятиугольная пирамида, у которой 
есть сечение, являющееся шестиугольником? 

22 Верно ли, что объем четырехугольной пирамиды с ребрами 
равными 2 см меньше 1 см3? 

23 Верно ли, что существует сечение правильной 
четырехугольной пирамиды, все ребра которой равны, 
представляющее собой равнобедренный прямоугольный 
треугольник? 

24 Верно ли, что для каждой хорды шара можно найти 
перпендикулярную и равную ей хорду? 

25 Верно ли, что в шаре радиуса 2 см, площадь сечения, 
составляющего с плоскостью большого круга угол 60°, 
больше 1 см2? 

26 Верно ли, что радиус сферы пропорционален квадратному 
корню из ее площади? 

27 Верно ли, что существует сечение цилиндра, являющееся 
трапецией? 

28 Верно ли, что в цилиндре, диаметр основания которого равен 
его образующей и равен 2 см, наибольшая площадь сечения, 
являющегося эллипсом, больше 5 см2? 

29 Верно ли, что если диагональ осевого сечения цилиндра  
меньше  1 см,  то  площадь  его поверхности меньше 5 см2?  

30 Верно ли, что зная две из трех величин: объем цилиндра, 
площадь его боковой поверхности и площадь его 
поверхности, можно найти третью? 

31 Верно ли, что наибольшим по площади треугольным 
сечением конуса, является осевое сечение? 

32 Верно ли, что в конусе, диаметр основания которого равен 
образующей и равен 2 см, площадь осевого сечения больше 
1,5 см2? 

33 Верно ли, что если радиус основания конуса равен 1, то 
отношение площади поверхности конуса к его объему 
больше, чем π? 

34 Верно ли, что если два неравных усеченных конуса имеют 
соответственно равные большие и меньшие основания, то 
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отношение площадей их боковых поверхностей равно 
отношению их объемов? 

35 Верно ли, что всегда существует куб, вершины которого 
находятся на поверхности цилиндра? 

36 Верно ли, что существует тетраэдр, у которого радиус 
описанной сферы равен каждому его ребру? 

37 Верно ли, что если диагонали параллелепипеда 
ABCDA1B1C1D1 пересекаются в точке О, то 

OCOBCBOАODAD ++=++ 11 ? 
38 Верно ли, что если ABCDA1B1C1D1 есть куб с ребром 2, то 

скалярное произведение векторов  DВа 1=  и 

11111 BDBCBAb ++=  больше 1? 
39 Верно ли, что не существует вектора, перпендикулярного 

одновременно векторам )0,1,2(=а , )1,0,2(=b  и 
)1,0,2(=c ? 

40 Верно ли, что из равенства модулей проекций вектора а  на 
направление вектора b  и вектора b  на направление вектора 
а , следует равенство модулей векторов а  и b ? 
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Ответы к тестам 

Тест 1 Тест 2 
№ 

задания ответ № 
задания ответ № 

задания ответ № 
задания ответ 

1 да 21 нет 1 да 21 нет 

2 нет 22 нет 2 нет 22 да 

3 нет 23 нет 3 нет 23 да 

4 да 24 да 4 да 24 да 

5 да 25 нет 5 да 25 нет 

6 да 26 нет 6 нет 26 нет 

7 нет 27 нет 7 да 27 да 

8 нет 28 да 8 нет 28 нет 

9 да 29 да 9 нет 29 да 

10 да 30 да 10 нет 30 нет 

11 нет 31 нет 11 нет 31 да 

12 нет 32 да 12 нет 32 да 

13 да 33 нет 13 да 33 нет 

14 да 34 нет 14 да 34 нет 

15 нет 35 да 15 нет 35 да 

16 да 36 да 16 нет 36 нет 

17 да 37 нет 17 да 37 да 

18 да 38 да 18 да 38 да 

19 да 39 да 19 нет 39 нет 

20 нет 40 да 20 да 40 да 
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12 ЭЛЕМЕНТЫ МАТЕМАТИЧЕСКОГО АНАЛИЗА 

 
12.1 ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ И ФОРМУЛЫ 

 
ФУНКЦИИ 

 
Свойства функций 

 
1. Монотонность функций.  
Функция )(xf  называется возрастающей (убывающей) на данном 

промежутке, если при любых двух различных значениях аргумента из 
данного промежутка большему значению аргумента соответствует большее 
(меньшее) значение функции: )()( 21 xfxf <  при 21 xx <  – для 
возрастающей и )()( 21 xfxf >  при 21 xx <  – для убывающей. 

Возрастающая или убывающая на некотором промежутке функция 
называется строго монотонной на этом промежутке. 

 
2. Чётность и нечетность функций. 

Функция )(xf  называется чётной, если для любого значения 
аргумента из области определения функции выполняется равенство:  

)()( xfxf =− , 
и нечетной, если 

)()( xfxf −=−  
 

3. Периодичность функций. 
Функция )(xf  называется периодической, если существует такое 

число 0>Т  (период), что для любого значения аргумента из области 
определения функции имеет место равенство )()( xfTxf =± . 
 

Некоторые элементарные функции 
 

1. Линейная функция: bkxy += , Rbk ∈, . 

2. Квадратичная функция: cbxaxy ++= 2 . 

3. Многочлен n-й степени: nn
nn axaxaxay ++++= −

−
1

1
10 L . 

4. Обратная  пропорциональность: 
x
ay = , 0≠a . 

5. Дробно-линейная функция: 
dcx
baxy

+
+

= . 

6. Степенная функция: α= xy  R∈α . 
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7. Показательная функция: xay =  0>a . 
8. Логарифмическая функция: xy alog= , 0>a . 
9. Тригонометрические функции:  

,sin xy =  xy cos= ,  xy tg= ,  xy ctg= . 
10. Обратные тригонометрические функции:  

,arcsin xy =  xy arccos= ,  xy arctg= ,  xy arcctg= . 
 

Сложная функция 
 

Совместное задание функций )(иfy =  и )(xu ϕ=  таких, что область 
определения функции f  содержит область значений функции ϕ , определяет 
сложную функцию (композицию функций, функцию от функции 

fy = ))(( xϕ  аргумента х. 
Переменная )(xu ϕ=  называется промежуточным аргументом 

сложной функции. Сложная функция может иметь несколько 
промежуточных аргументов. 

 
ПРОИЗВОДНАЯ ФУНКЦИИ 

 
Правила дифференцирования 

 
(u, v – функции, с = const) 

 
1. ucuc ′⋅=′⋅ )(   3. vuvuvu ′+′=′⋅ )(  

2. vuvu ′+′=′+ )(   4.  2v
vuvu

v
u ′−′

=
′







  

 
Таблица производных 

 
1. 0)( =′c  

2. R∈αα=′ −αα ,)( 1xx  

3. xxxx eeaaa =′=′ )(,ln)(  

4. 
x

x
ax

xa
1)(ln,

ln
1)(log =′=′  

5. 
x

x
x

xxxxx 22 sin
1)ctg(

cos
1)tg(sin)(coscos)(sin ;;; −=′=′−=′=′  

 



 441

Дифференцирование сложной функции 
))(( xfy ϕ= аргумента х 

 
)()( xfy ϕ′⋅ϕ′=′ ϕ  

 
Уравнение касательной к графику функции  

 
Уравнение касательной к графику функции )(xfy =  в точке ),( 00 yx  

имеет вид: 
))(( 000 xxxfyy −′=− . 

 
Исследование функции с помощью производных 

 
Теорема 1 (достаточное условие монотонности). Если для всех 

Xx ∈  справедливо неравенство )0(0)( <>′ xf , то на этом промежутке 

функция )(xf  возрастает (убывает). 
 

Определение. Точка х = с называется точкой максимума (минимума) 
функции )(xf , если существует окрестность );( δ+δ− cc  этой точки, в 
которой справедливо )()( cfxf <  ( )()( cfxf > ) для любого cx ≠  из этой 
окрестности. 
 

Теорема 2 (необходимое условие экстремума). Если функция 
)(xf имеет экстремум в точке с, то )(cf ′  = 0 или )(cf ′  не существует. 

 
Теорема 3 (достаточное условие экстремума). Если функция )(xf  

непрерывна в некоторой окрестности точки с и имеет в этой окрестности  
производную, то )(xf  имеет в точке с максимум, если 0)( >′ xf  при cx <  
и 0)( <′ xf  при cx > ; минимум, если 0)( <′ xf  при cx <  и 0)( >′ xf  при 

cx > . 
 
Теорема 4. Непрерывная функция достигает на замкнутом интервале 

своих наибольшего и наименьшего значений. Наибольшее и наименьшее 
значения достигаются либо в точках экстремумов, либо на границах 
интервала. 

 
ПЕРВООБРАЗНАЯ ФУНКЦИЯ 

 
Определение. Функция F(х) называется первообразной для f(х) на 

некотором промежутке, если на этом промежутке выполняется 
равенство )()( xfxF =′ . 
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1. Свойства первообразной 

 
)()(),()( xgxGxfxF =′=′  

 
1. );()())()(( xgxfxGxF +=′+  
2. )())(( ccfxcF =′  

3. R∈≠+=
′







 + bkkbkxfbkxF

k
,,0),()(1

. 

Определение. Множество всех первообразных функции f(х) называется 
неопределённым интегралом и обозначается ∫ dxxf )( . 

Если )()( xfxF =′ , то ∫ += СxFdxxf )()( . 
 

2. Таблица интегралов 

1. ∫ dxxα ,
1

1
Cx +

+
=

+

α

α
  1α ≠ −  3. 

ln

x
x aa dx С

a
= +∫  

2. lndx x С
x

= +∫  4. cos sinxdx x С= +∫ , 

   sin cosxdx x С= − +∫  
 

3. Формула Ньютона–Лейбница 

∫ −=
b

a
aFbFdxxf )()()(  

 
4. Площадь криволинейной трапеции 

 
Площадь, S криволинейной трапеции, ограниченной прямыми 

)(,,,0 babxaxy <===  и графиком, неотрицательной на ],[ ba  

функции )(xfy = , определяется по формуле ∫=
b

a
dxxfS )( . 

 
12.2 ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 

 

1.   Вычислите )),2(( ff  если .
1
1)(

+
−

=
x
xxf  

Решение.  
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Вычислим сначала .
3
1

12
12)2(:)2( =

+
−

=ff   

Тогда .
2
1

4
2

1
3
1

1
3
1

3
1))2(( −=

−
=

+

−
=






= fff  

Ответ: .
2
1

−  

2. Найдите )),(( xgf  если .1)(,1)(
x

xg
x

xxf =
+

=  

Решение. 

.11

11

))(( x

x

xxgf +=
+

=  

Ответ: .1 x+  

       3. Найдите область определения функции .
1

3)5ln( 2

−
−

+−=
x

xxxy  

Решение. 
Используя области определения элементарных функций, входящих в данную, 
получим систему: 

{ 1
30

1
3

50

1
3

0)5(

1
03

05 2

≠
≤<⇔







≠
≤

<<
⇔







≠
≤

>−
⇔







≠
≥−

>−
x

x
x
x

x

x
x

xx

x
x

xx
 

Ответ: ]3;1()1;0( ∪ . 
 
4. Найдите область определения функции ).12(log)( 5 −−= xxxf  
Решение.  
Нахождение области определения данной функции сводится к 

решению системы неравенств: 





≥−
>−−

.01
012

x
xx  

Решая которую, получим 

{ .1
2

1
0)2(

1
)1(4

01
012 22

≥
≠⇔





≥
>−⇔





≥
−>⇔





≥−
>−−

x
x

x
x

x
xx

x
xx  

Ответ: ).;2()2;1[ +∞∪  

5. Найдите область определения функции .
2

3loglog 5,05 +
−

=
x

xy  
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Решение. 
 Нахождение области определения данной функции сводится к 

решению системы неравенств: 













−≠

>
+
−

<
+

−

⇔













−≠

>
+
−

<
+

−−−

⇔













−≠

>
+
−

<
+
−

⇔













−≠

>
+
−

>
+
−

.2

0
2

3
0

2
21

2

0
2

3
0

2
23

2

0
2

3
1

2
3

2

0
2

3
0

2
3log 5,0

x

x
x

x
x

x

x
x
x

xx

x

x
x

x
x

x

x
x

x
x

 

Решая неравенства методом интервалов, получим 

.35,0
5,0
2

32
<<⇔










>
−<

<<−
x

x
x

x
 

Ответ: (0,5;3). 
 
6. Найдите область значений функции .2sin31)( 2 xxf −=  
Решение.  
Преобразуем функцию, используя формулы понижения степени 

тригонометрических функций: 

.
2
14cos

2
3

2
)4cos1(312sin31)( 2 −=

−
−=−= xxxxf  

Зная область значений функции ,4cos xy =  получим 

.1
2
14cos

2
32

2
34cos

2
3

2
314cos1 ≤−≤−⇒≤≤−⇒≤≤− xxx  

Имеем ].1;2[)( −∈xf  
Ответ: [−2;1].  
 

7. Найдите область значений функции  xxy −+= 2 . 

Решение. 
 Данная функция определена при всех действительных значениях х. 

Используя определение модуля, преобразуем функцию 
1) при 2−<x  .22 −=+−−= xxy   
2) при 02 <≤− x  .222 +=++= xxxy  
3) при 0≥x  .22 =−+= xxy  

Отсюда имеем для функции кусочно-аналитическое выражение:  

                            






≥
<≤−+
−<−

=
.0,2

02,22
2,2

x
xx

x
y  

Следовательно, область значений этой функции ].2;2[)( −=yE      
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Решение можно проиллюстрировать графически (рис. 1): 
 
                                         y 
                                            
                                          2                                    y =2 
                          y=2x+2  
                                  −2          0                                         x 
      y=−2                         – – –  −2     
                                                  
                                         Рис. 1. 

Ответ:[−2;2]. 

8. Найдите область значений функции  .
2
1 22 xx

y
−







=  

Решение. 

Сделаем замену переменной .22 xxt −=  Тогда функция y примет вид: 

.
2
1 t

y 





=  Имеем систему: 







−=







=

.2
2
1

2 xxt

y
t

 

При );( +∞−∞∈x  переменная t принимает значения ),;1[ +∞−∈t  а 
переменная ].2;0(∈y  Следовательно, ].2;0()( =yE  

Рассуждения можно пояснить графически (рис. 2). 
               t                                                        y 
                                                                       
                                                                     - - - - 2  
                                                                 
 
                 0      1       2                  x         -1           0                           t 
            
          -1                              Рис. 2. 
 
Ответ: (0;2]. 
9.  Определите, какая из данных функций является четной, какая нечетной, 

а какая − общего вида. 
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53)()3,
12

2)()2,
1
1ln)()1 2

2 ++=
+

=
+
−

= −

−

xxxfxf
x
xxf x

x

 

Решение. 

1) Рассмотрим функцию .
1
1ln)(

x
xxf

+
−

=   

Найдем ее область определения. По определению логарифма имеем: 

0
1
1

>
+
−

x
x . Решая это неравенство методом интервалов, получим ).1;1(−∈x  

Как видно область определения симметрична относительно начала 
координат. Найдем  

).(
1
1ln

1
1ln

1
1ln)(

1

xf
x
x

x
x

x
xxf −=

+
−

−=







+
−

=
−
+

=−
−

  

Следовательно, данная функция является нечетной. 

2) Рассмотрим функцию 
12

2)( 2 +
= −

−

x

x

xf . 

 Эта функция определена при всех действительных x. Преобразуем данную 
функцию, используя свойства степеней: 

).(
12

2
)21(2

2

1
2
1
2
1

12
2)( 22

2

2

2 xfxf x

x

xx

x

x

x

x

x

−=
+

=
+

=
+

=
+

= −

−

 

Следовательно, эта функция является четной. 

3) Теперь рассмотрим функцию .53)( 2 ++= xxxf  

Эта функция определена при всех действительных x, т.к. дискриминант 
подкоренного выражения отрицательный. 

.5353)()( 22 +−=+−−=− xxxxxf  

Имеем, ),()(),()( xfxfxfxf −≠−≠−  следовательно, данная функция 
общего вида. 

 

10. Постройте график функции .342 +−= xxy  

Решение.  

Построим график функции 342 +−= xxy  (рис. 3). Заметим, что функция 
342 +−= xxy  является четной. Оставим без изменения часть графика, 

лежащую в правой полуплоскости, и отразим её симметрично относительно 
оси Оy (рис. 4).   
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                y                                                               y    

                   

 

                        
                   3                                                                         3 

                        
                      0    1          3              x                  −3        −1     0  1           3          x 
                                        

                                                                            

              Рис. 3.                                                     Рис. 4. 

11. Постройте график функции .
3
1

+
+

=
x
xy  

Решение. 
Область определения данной функции: ).;3()3;()( +∞−∪−−∞=yD   

Сначала построим график дробно-рациональной функции .
3
1

+
+

=
x
xy  Для 

этого преобразуем её к виду .
3

21
3

23
+

−=
+

−+
=

xx
xy   

Построим гиперболу ,1
x

y =  растянем её в 2 раза вдоль оси Оy и отразим 

симметрично относительно оси Оy. Получим график функции .2
x

y −=   

График функции 
3

21
+

−=
x

y  получается из графика функции 
x

y 2
−=  с 

помощью параллельного переноса вдоль оси Оx на 3 единицы влево и 
параллельного переноса вдоль оси Оy на 1 единицу вверх. 

График функции 
3
1

+
+

=
x
xy  получается путем отражения части графика, 

лежащей в нижней полуплоскости симметрично относительно оси Оx в 
верхнюю полуплоскость (рис. 5). 

 

                         
3
1

+
+

=
x
xy                       y 

                       

                          

                           _  _  _  _  _  _  _  _ 2_  _  _  _  _  _  
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                                                                             0                           x 

                                        −3          −1 
                                                                        

                                                                                                    
x

y 2
−=          

                                              Рис. 5. 
 

12. Совпадают ли графики функций xy 2log2=  и xy = ? 
Решение. 

Областью определения функции xy 2log2=  является интервал );0( +∞ , а 
функция xy =  определена при всех действительных х. Следовательно, 
графики этих функций не совпадают. 

Ответ: нет. 
 

13. Найдите производную функции .25)(
3

x
xxf −

=  

          Решение. 
          Воспользуемся правилом дифференцирования частного:            

.
2

)12(5
2

2512

2
1)25(6

)(
)()25()25()(

333

32

2

33

xx
x

xx
xx

x
x

xxx

x
xxxxxf

+−
=

+−−
=

=
⋅−−⋅−

=
′⋅−−⋅′−

=′
 

          Ответ:   
xx

x
2

)12(5 3 +−
. 

 

14. Найдите значение производной функции 152cos3)( 2 +−⋅= xxxxf  в 

точке .
20
π

=x  

Решение. 
Используя  правила дифференцирования, получим: 

.52sin62cos65)22sin(32cos23
)1()5()2(cos32cos)3()(

22

22

−⋅−⋅=−⋅−⋅+⋅⋅=
=′+′−′⋅+⋅′=′

xxxxxxxx
xxxxxxf

          Тогда, 

.535sin
4

6cos
2

6)
2

()(
2

0 −−=−⋅⋅−⋅⋅=′=′ ππ
π

π
ππfxf  
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Ответ: .53 −− π  

 

15. Найдите значение производной функции x

x
xxf −−= 1earctg)(  в точке 

.10 =x  

Решение. 
Вычислим производную данной функции, используя правила 

дифференцирования частного и сложной функции: 

.e2
1arctg

)1(2
1

)1(e2
1arctg

2
1

)(1
1

)(e
)(

)(arctg)(arctg)(

1

1
2

1
2

x

x

x

x
x

x
x

x
x

xx
xx

x
xxxxxf

−

−

−

+
⋅−

+
=

=−⋅−
⋅−⋅⋅

+=

=′−
′⋅−⋅′

=′

 

Тогда, ( ) .
8

101
2
1

44
11)( 0

ππ −
=+⋅−=′=′ fxf  

Ответ: 
8

10 π− . 

 

16. Найдите значение производной функции )1ln()( 2xxxf ++=  в точке 
.00 =x  

Решение. 
Вычислим производную данной функции, использую правило 

дифференцирования сложной функции: 

.
1

1
1)1(

1
12
21

1
1)(

222

2

22 xxxx
xx

x
x

xx
xf

+
=

+⋅++

++
=









+
+⋅

++
=′  

Тогда, .1)0()( 0 =′=′ fxf  

Ответ: 1. 
 
17. Напишите уравнение касательной к графику функции xxy 5,0ln3 −=  в 

точке с абсциссой .2=x  
Решение.  
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Вычислим производную данной функции  .5,03
−=′

x
y  

Найдем значение функции и ее производной в точке .20 =x  

.15,05,15,0
2
3)2(,12ln3)2( =−=−=′−= ff  

Тогда уравнение касательной будет иметь вид:     12ln3)2( −+−= xy  или 
.32ln3 −+= xy  

Ответ: .32ln3 −+= xy  

 

18. Напишите уравнение касательной к графику функции 25283 2 +−= xxy  
в точке, где эта касательная параллельна прямой .12 −= xy  

Решение.  
Найдем производную данной функции .286 −=′ xy  По условию 

касательная параллельна прямой ,12 −= xy  следовательно, их угловые 
коэффициенты равны. Получим уравнение для нахождения 

.2286: 00 =−xx  Откуда .50 =x  

Теперь найдем значение функции в этой точке:    
.4025528253)5( −=+⋅−⋅=f  

Тогда уравнение касательной будет иметь вид: 
40)5(2 −−= xy  или .502 −= xy  

Ответ: .502 −= xy  

 
19. Через точку (6;2) проходит две касательных к графику функции 

.23)(
x

xf +=  Найдите сумму абсцисс точек касания. 

Решение.  

Вычислим производную функции .2)( 2x
xf −=′  

Напишем уравнение касательной к графику данной функции в точке 0x . 

).(2)23( 02
00

xx
xx

y −−+=  

Подставив координаты точки (6;2) в это равенство, получим уравнение для 
нахождения абсцисс точек касания.  
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
−=⇒=−+⇒−−+= 2

60124)6(2)23(2 00
2

002
00

xxxx
xx

 

Откуда сумма абсцисс равна −4. 

Ответ: −4. 
 
20. Какой угол составляет с осью абсцисс касательная к графику функции 

xxy ln⋅=  в точке пересечения графика с этой осью? 

 Решение. 
Область определения данной функции ).,0()( +∞=yD  

Найдем точку пересечения графика функции с осью абсцисс. Для этого 
решим уравнение 0ln =⋅ xx  на интервале ).,0( +∞  Получим .1=x  

Найдем производную функции и вычислим её значение в точке  1=x : 

( ) .11;1ln1ln1 =′+=⋅+⋅=′ yx
x

xxy  

Тангенс угла наклона касательной к оси абсцисс равен значению 

производной в точке касания. Следовательно, .
4

1tg π
ϕϕ =⇒=  

Ответ: .
4
π  

21. Найдите координаты ближайшей к началу координат точки графика 
функции ,2sin xy =  где касательная имеет угловой коэффициент .3=k  

Решение. 
Найдем производную данной функции: .2cos2 xy =′  

Угловой коэффициент касательной равен значению производной в точке 
касания: .2cos23 x=  Решая полученное тригонометрическое уравнение, 
получим, выбирая ближайшую к началу координат точку: 

.
2
1

6
sin;

126
2

2
32cos ===⇒=⇒=

πππ yxxx  

Ответ: .
2
1;

12






 π  

22. К параболам 142 ++= xxy  и 22 += xy  проведена общая касательная. 
Найдите сумму абсцисс точек касания. 
Решение. 
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Пусть 1x − абсцисса точки касания, тогда уравнение касательной к параболе 
142 ++= xxy  в этой точке имеет вид: .14))(42( 1

2
111 +++−+= xxxxxy  

После упрощений это уравнение запишется в виде: .1)2(2 2
11 xxxy −+⋅+=  

Напишем уравнение касательной к параболе 22 += xy  в точке с абсциссой 
,2)(2: 2

2222 ++−= xxxxyx  или .22 2
22 xxxy −+⋅=  

Так как полученные уравнения являются уравнениями одной и той же 
прямой, то коэффициенты при неизвестном и свободные члены должны 
совпадать: 

.
2
1

1))((
2

1
2

21
2

12

1212
122

1
2

2

12
2

2
2

1

21

=+⇒

⇒



=+−
=−⇒





=−
=−

⇒




−=−
=+

xx

xxxx
xx

xx
xx

xx
xx

 

Ответ: .
2
1  

 
23. Определите количество целых x  на интервале возрастания функции 

38114)( 23 +−−−= xxxxf . 

Решение.  
Найдем производную данной функции и приравняем ее нулю: 

.
3
4,

2
104116082212

,82212)(

21
22

2

−=−=⇒=++⇔=−−−

−−−=′

xxxxxx
xxxf

 

Нанесем нули производной на ось и определим знак производной в каждом 
из полученных интервалов. 

y′                   −                +                      −                 x 

y                        
2
1

3
4

−−  

Итак, функция возрастает на интервале )
2
1,

3
4( −− . В этом интервале 

содержится одно целое число x = −1. 
Ответ: 1. 
 
24. Найдите суммарную длину промежутков убывания функции, если ее 

производная имеет вид ).16)(1()( 222 −−=′ xxxxf  

Решение.  
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Найдем нули производной. Это, очевидно, .4,1,0 ±=±== xxx  Нанесем их 
на ось и определим знак производной в каждом из полученных интервалов. 
Отметим, что корень 0=x  имеет кратность, равную двум, и, следовательно, 
производная не меняет знак при переходе через 0.  

y′             +            −            +         +           −              +                x 
y                  −4              −1        0        1              4 
 
Напомним, что длина промежутка определяется как разность координат его 

правого и левого конца. Следовательно, оба промежутка убывания функции 
(−4,−1) и (1,4) имеют длину, равную трем, а их суммарная длина равна 
шести. 
Ответ: 6. 

25. Найдите точки максимума функции .4)(
2x

xxf +=  

Решение.  

Данная функция определена при x≠0. 
Найдем производную функции и приравняем ее нулю: 

.208081,81)( 3

3

33 =⇒=
−

⇔=−−=′ x
x

x
xx

xf  

Производная, так же как и функция, не определена при x = 0. 
Нанесем критические точки на ось и определим знак производной в каждом 

интервале: 

y′            +                      −                    +                   x 

y                            0                  2 

 
Точка x = 0 не входит в область определения функции и, следовательно, не 

является точкой максимума функции. 
Ответ: Функция не имеет точек максимума. 
 
26. Найдите длины сторон прямоугольника с периметром 20 см, имеющего 

наименьшую диагональ. 
Решение. 

        B                            C    Пусть дан прямоугольник ABCD.  
                                   Очевидно,что AB+BC = 10 см. 



 454

                                   Обозначим  AB = x. Тогда BC = 10 − x.    
        A                            D    По теореме Пифагора получим: 

       .100202)10( 22222 +−=−+=+= xxxxBCABAC        

Исследуем на экстремум функцию  100202 2 +−= xxy  при условии 
.100 << x             

Найдем производную функции и приравняем её нулю: 

.50
100202

1020

;
100202

102
1002022

204

2

22

=⇒=
+−

−
⇔=′

+−

−
=

+−

−
=′

x
xx

xy
xx

x
xx

xy
 

Определим знаки производной на каждом из полученных интервалов: 

y′                          −                      +                         x 

y               0                        5                       10 
      
Следовательно, функция имеет минимум в точке 5=x . Единственный 

минимум непрерывной на некотором интервале функции является её 
наименьшим значением. Итак, длина диагонали AC будет наименьшей при 

5=x . 
Отсюда получаем .см5510,см5 =−== BCAB  

Ответ: 5 см, 5 см. 
 
27. Представьте число 15 в виде двух слагаемых так, чтобы произведение 

квадрата первого из них на второе было наибольшим. 
Решение.  
Обозначим первое слагаемое x, тогда второе равно )15( x− .  

Рассмотрим функцию )15(2 xxy −=  и исследуем её на экстремум при 
условии .150 << x  Найдем и приравняем нулю производную этой функции: 




=
=⇒=−⇔=′⇒−=′ .10

003300330 22
x
xxxyxxy  

Корень 0=x  не подходит по смыслу задачи. Определим знаки производной 
на полученных интервалах: 

y′          0         +                   −          15                             x 

 y                                  10 
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На рассматриваемом  интервале в точке 10=x  функция имеет 

единственный максимум, который и является её наибольшим значением. 

Значит первое слагаемое равно 10, а второе 15 − 10 = 5. 
Ответ: 10 и 5. 
 

28. В геометрической прогрессии с положительными членами выполняется 
условие ).43()( 21211 bbbbb +⋅+=  При каком значении знаменателя 
прогрессии сумма первых четырех её членов принимает наименьшее 
значение? Найдите эту сумму. 
Решение. 

).43()()43()( 111121211 qbbqbbbbbbb +⋅+=+⋅+=   

Откуда 1)43()1(1 =+⋅+⋅ qqb , где −q знаменатель прогрессии, причем 
.0,01 >> qb  

Сумма первых четырех членов геометрической прогрессии равна: 

.
43

1)1()1(
1

)1( 2
2

1

4
1

4 q
qqqb

q
qbS

+
+

=+⋅+⋅=
−
−

=  

Исследуем функцию 
q

qqS
43

1)(
2

+
+

=  на экстремум при условии .0>q  Для 

этого найдем её производную и приравняем нулю: 

.
1

2
1

02320
)43(

464

,
)43(

464
)43(

4)1()43(2)(

2
2

2

2

2

2

2







−
=⇒=−+⇔=

+
−+

+
−+

=
+

⋅+−+⋅
=′

qqq
q
qq

q
qq

q
qqqqS

 

Корень 1−=q  не удовлетворяет условию положительности знаменателя 
прогрессии. 
Имеем: 
 

S ′                            −                          +                   q                      

S                   0                   
2
1   
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Единственный минимум является и наименьшим значением функции при 

.
2
1

=q  Причем ( ) .
4
1

2
143

2
11

2

.4 =
⋅+







+

=наимS  

Ответ: .
4
1;

2
1  

 
29. Установите, при каких значениях параметра m функция  

12)2(22 +−+= xmxy  достигает минимума при .3−=x  

Решение.  
Найдем производную функции и приравняем её нулю:  

.20)2(22);2(22 mxmxmxy −=⇒=−+−+=′  

Очевидно, что данная квадратичная функция достигает минимума в 
найденной точке. Следовательно, подставляя  3−=x , получим: 

.123 −=⇒−=− mm  

Ответ: −1. 
 

30. Найдите наибольшее и наименьшее значение функции 
x

xxf 2
8

)( +=  на 

отрезке [1;6]. 
Решение.  
Прежде всего, заметим, что на заданном интервале функция определена. 
Найдем ее производную и приравняем ее нулю. 

.40
8

1602
8
1,2

8
1)( 2

2

22 ±=⇒=
−

⇔=−−=′ x
x

x
xx

xf  

Точка 4−=x  не принадлежит заданному отрезку [1;6]. 
Вычислим значения функции в точке 4=x  и на концах отрезка: 

.
12
13

6
2

8
6)6(,

8
17

1
2

8
1)1(,1

4
2

8
4)4( =+==+==+= fff  

Следовательно, на отрезке [1;6] наибольшее значение функции достигается в 

точке 1=x  и равно 
8

17 , а наименьшее − в точке 4=x  и равно 1. 

Ответ: 2. 
   



 457

31. Найдите множество значений функции 672 +−= xxy  на отрезке [2;9]. 
 Решение. 
Найдем производную функции и приравняем её нулю: 

.5,3072;72 =⇒=−−=′ xxxy  

Точка 5,3=x  принадлежит заданному промежутку. Вычислим значение 
функции в точке 5,3=x  и на концах отрезка: 

.24)9(;4)2(;25,6)5,3( =−=−= yyy  

Следовательно, на отрезке [2;9] наименьшее значение функции достигается 
при 5,3=x  и равно –6,25, а наибольшее при 9=x  и равно 24. Следует 
заметить, что непрерывная на отрезке функция принимает все 
промежуточные значения между наименьшим и наибольшим значениями. 
Значит, множество значений функции на отрезке [2;9] равно 

].24;25,6[)(
]9;2[

−=yE  

Ответ: [−6,25; 24]. 
 
32. Постройте график непрерывной функции f(x) на отрезке [–2; 2], если  
f(0) = 0, а график ее производной f'(x) на этом отрезке имеет вид: 

 
Решение. 
Запишем заданную графически  производную f '(x) аналитическом  виде, 









<≤
<≤
<≤−−

=′

21         1
10      2
02   1

)(
x
xx
x

xf  

Из определения первообразной следует, что: 
С1, С2, С3-произвольные постоянные. 
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







=′<≤+
=′<≤+

−=′<≤−+−

=
1)(                 21          

2)(                 10        

1)(                 02     

)(

3

2
2

2
1

xxCx
xxxCx

-xxCx

xf . 

Из условия f(0)= 0 получаем, что С1= 0, и из условия непрерывности f(x) 
следует, что С2= 0 и С3= 0. Следовательно, график функции f(x) имеет вид: 

 
33. Найдите первообразную функции f(x) = x + 2x. 
Решение. 
Необходимо построить такую функцию F(x), производная которой равна 

f(x)=x + 2x. Известно, что производная функции x2 равна 2х.  

Значит, производная функции xxx
==

′










2
2

2

2
.  

Аналогично, производная функции x
xx

2
2ln

2ln2
2ln

2
==

′











.  

Таким образом, первообразная F(x) искомой функции равна 

CxxF
x

++=
2ln

2
2

)(
2

, 

где  С–произвольная постоянная, которую по умолчанию можно не писать. 

Ответ: 
2ln

2
2

)(
2 xxxF += . 

 

34. Найдите первообразную F(x) функции xxxf 2cos4)( 3 += , если 
известно, что F(π)= 0. 
Решение.  
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Строим первообразную  F(x) почленно, 

xxxxx 2cos2)2cos
2
1()2sin

2
1(;4)( /3/4 === . 

Следовательно, CxxxF ++= 2sin
2
1)( 4 . 

Определим постоянную С из условия 0)( =πF : 

02sin
2
14 =++ Cππ  

Отсюда получим, что 4π−=C . 
Таким образом, искомая первообразная F(x) построена. 

Ответ: 44 2sin
2
1)( π−+= xxxF . 

 

35. Найдите первообразную функции xexf −=)( , проходящую через точку 
M(0;5). 
Решение. 
Определим первообразную функции f(x) в общем виде  

∫ +−== −− CedxexF xx)( . 

Проверим, что производная )(/ xF  равна f(x): 
xx eCe −− =+− /)( . 

Из условия прохождения функции F(x) через точку M(0; 5) определим 
постоянную С по равенству: 

Ce x +−= −5 , 
следовательно,  C=5. 

Ответ: 5)( +−= −xexF . 

 

36. Вычислите dxx41
2

0
+∫ . 

Решение. 
По формуле Ньютона-Лейбница 

)0()2(41
2

0
FFdxx −=+∫ , где F(x) первообразная функции xxf 41)( += . 
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Определим F(x): 

∫ +=
+

+
=+=

+
2/3

12/1
2/1 )41(

6
1

12/1
)41(

4
1)41()( xxdxxxF . 

Таким образом,  

( ) ( ) 2/3
1

2
1

2

0
41

6
1

1
2
1
41

4
1 41 xxdxx +=

+

+
=+

+

∫ . 

Ответ: ( ) 2/341
6
1 x+ . 

 
37.Вычислите площадь фигуры, ограниченной линиями 

0  ,0  ,cos === xyxy . 

Решение. 

Совместно решая уравнения ,0  ,cos == yxy  получим  абсциссу точек 

пересечения данных линий: 
2
π

=x . Искомая площадь S определяется по 

формуле: 10sin
2

sincos
2/

0
=−== ∫

π πxdxS . 

Ответ: 1. 
 
38.Определите работу, необходимую для выкачивания жидкости из 

цилиндрической бочки, высотой H= 2м и радиусом основания R= 0,5м. 
Удельный вес жидкости δ= 0,9. 
Решение. 
Работа затраченная на выкачивание тонкого слоя жидкости толщины Δх, 

находящегося на глубине х от поверхности (см. рис.) равна 

xRxQ ∆=∆ 2δπ , 

где xR ∆2π – объем слоя жидкости, 
xR ∆2δπ – вес слоя жидкости толщины Δх, 

х – перемещение этого слоя до поверхности. Величина х изменяется  
от 0 до H. 
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Вся работа Q как функции переменной х определяется с помощью 

определенного интеграла. 

∫=
H

xdxRQ
0

2δπ . 

Следовательно, 
2

2
2 xRQ δπ= . 

По формуле Ньютона–Лейбница получим 

мкг  413,12
2

25,014,39,0
2

22
2

⋅≈⋅
⋅⋅

== HRQ δπ  

Ответ: 1,413. 
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12.3 ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ 

 
Найдите область определения функции 

.25
3

1)(.1 2x
x

xf −+
−

=  Ответ: (3;5]. 

)1(log4)(.2 2 +−= xxf . Ответ: (−1;15]. 

x
x

xxxf −+
+

−−
= 1

2
12lg)(.3

2

. Ответ: ].1;2()4;( −∪−−∞  

.
2

5loglog)(.4 44,0 −
−

=
x

xxf  Ответ: (2;3,5). 

).2542(log)(.5 2
xxxf −⋅−−=  Ответ: ).;5(log2 +∞  

 
Найдите область значений функции: 

]1;1[ отрезке на б) я;определени области на ):1.6 2 −−+−= аxxy  

Ответ: ].
4
3;3[)];

4
3;() −−−−∞ бa  

52.7 −−+= xxy . Ответ: [-7;7]. 

.cos2.8 2 xy −=  Ответ: [1;2]. 

.cossin.9 xxy +=  Ответ: ].2;2[−  

224.10 +−= xxy . Ответ: ).;
4
7[ +∞  

Определить, какими являются данные функции: четными, нечетными или 
общего вида. 

.
1

)(.11 2

3

−
−

=
x

xxxf  Ответ: Нечетная. 

.33)(.12
22 xxxf −−=  Ответ: Четная. 

.
2
5)(.13 2

3 32

+
−

=
x

xxxf  Ответ: Общего вида. 

).1lg()(.14 2xxxf ++=  Ответ: Нечетная. 
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Постройте графики функций: 

2
sinlog

2

222

2
2.19)2(.18

313.17.16

23,23,23.15

x

yxxy

xxyxxy

xxyxxyxxy

=−=

−+−=+=

+−=+−=+−=

 

 

Найдите производную функции и вычислить её значение в точке :0x  

1,752ln3)(.20 0
3 =+−⋅= xxxxxf . Ответ: .5,02ln9 +  

4
,43sin2)(.21 0

3 π
=+−= x

x
xxf . Ответ: .48

2
23

2π
+  

3
,4

3
3cos)(.22 0

π
=−= x

x
xxf . Ответ: 

ππ2
3 . 

2,1arcsin)(.23 0 =⋅= x
x

xxf . Ответ: .1
4

−
π  

1,
ee
ee)(.24 0 =

+
−

= −

−

xxf xx

xx

. Ответ: .
)1(e

e4
22

2

+
 

 
Определите промежутки убывания и возрастания функции: 

192416)(.25 23 −+−= xxxxf .  

Ответ: Функция возрастает на ;;
4
3и

4
1; 






 +∞






 ∞−  убывает на .

4
3;

4
1







  

.
5

15
3
5)(.26

−
+=

x
xxf   

Ответ: Функция возрастает на  );(8;и)2;( +∞−∞  убывает на (2;5) и (5;8). 

)2)(1(.27 −−= xxxy . 

 Ответ: Функция возрастает на ;;
3

33и
3

33; 







+∞

+







 −
∞−  убывает на 

.
3

33;
3

33







 +−  

 
Определите промежутки убывания и возрастания функции, если её 

производная имеет вид: 
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)16)(9)(1()(.28 222 −−−=′ xxxxf . 

Ответ: Функция возрастает на промежутках: );4(),3;1(),1;3(),4;( +∞−−−−∞  и 
убывает на промежутках: (−4;−3), (−1;1), (3;4). 

)4()1()(.29 42 −−=′ xxxf . 

Ответ: Функция возрастает на );2(и)2;( +∞−−∞ ; убывает на ).2;2(−  

Определите экстремумы функции: 

.249.30 23 −+−= xxy  Ответ: .84)6(;24)0( maxmin ==−== yyyy  
22 )2()1(.31 −−= xxy . Ответ: ;0)2()1(min === yyy   

.
16
1

2
3

max =





= yy  

Определите количество экстремумов функции, если её производная имеет 
вид: 

)9)(1()3()(.32 222 −−−=′ xxxxf . Ответ: 4. 
24 28)(.33 xxxf −=′ . Ответ: 2. 

34. Напишите уравнение касательной к графику функции 516 −−= xy  в 
точке .90 =x   

Ответ: .44 +−= xy  

35. Напишите уравнение касательной к графику функции 30273 2 +−= xxy  
в точке, где касательная параллельна прямой .13 −−= xy   

Ответ: .183 −−= xy  

36. Через точку (−3;2) проходят две касательные к графику функции 

x
xf 13)( +−= . Найдите сумму абсцисс точек касания.  

Ответ: 0,4. 

37. К параболам 522 ++= xxy и 2xy = проведена общая касательная. 
Найдите сумму абсцисс точек касания. Ответ: −5. 

38. Найдите сумму угловых коэффициентов касательных к кривой 
)3)(1)(1( −−+= xxxy  в точках её пересечения с осью абсцисс.  

Ответ: 12. 
Найдите наибольшее и наименьшее значение функции на отрезке. 

]4;0[,3818)(.39 432 xxxxf −+= . Ответ: .135,0 == наибнаим ff  
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]2;2[,31292)(.40 23 −−++= xxxxf .  

Ответ: ,8−=наимf  .73=наибf    

41. Найдите сумму наибольшего и наименьшего значения функции 
xxxxf 212292)( 213 ⋅+⋅−= +  на отрезке [1;2].  

Ответ: 36. 
Решите задачи 
42. Периметр окна прямоугольной формы равен 6 см. Какими должны быть 

размеры окна, чтобы его площадь была наибольшей?    

Ответ: 1,5 × 1,5 м. 
43. Диагональ боковой грани правильной четырехугольной призмы равна d. 

Найдите длину бокового ребра, при котором объем призмы наибольший.  

Ответ: .
3

3d  

44. Представьте число 12 в виде суммы двух положительных слагаемых 
так, чтобы сумма куба первого слагаемого и утроенного второго слагаемого 
была наименьшей.   
Ответ: 1;11. 
45. Для геометрической прогрессии с положительными членами 

выполняется условие .2
2

2
131 bbbb +=−  При каком значении знаменателя 

геометрической прогрессии сумма первых четырех её членов принимает 
наибольшее значение? Найдите эту сумму.  

Ответ: .
27
32;

3
1   

46.Найдите первообразную функции f(x) 

1) 22)( xexf x += ; 

2) x
x

xf 4cos3)( −= ; 

3) xxxf 32)( += ; 

4) 
x

xf
31

1)(
+

= ; 

5) 45sin)( += xxf . 

Ответы: 

xxxxxxxe
x

x 45cos
5
1 5)  ;

3
312 )4  ;

3ln
3 )3  ;4sin

4
1ln3 )2  ;

32
1 )1 2

3
2 +−

+
+−+ . 
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47.Найдите первообразную функции 
2

cos)( xxf = , переходящую через точку 

М(π, 1). 

Ответ: 1
2

sin2)( −=
xxF  

48. Вычислите dxx∫
1

0

2  

Ответ:
3
1  

49. Вычислите dx
x

e

∫
1

4  

Ответ: 4. 

50.Вычислите площадь фигуры, ограниченной линиями xyxy 2     ,2 == . 

Ответ:  
3
4 . 

51. Вычислите площадь фигуры, ограниченной линиями 

.   ,1   ,1    , exx
x

yxy ====  

Ответ:
2

32 −e . 
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12.4 КОНТРОЛЬНЫЕ ЗАДАЧИ ПО ТЕМАМ 

 
Функции                                                   Вариант 1 

№ 
задания Задание 

1 
Укажите номера верных неравенств, если 
график квадратичной функции 

cbxaxy ++= 2 , acbD 42 −=  имеет вид: 

              y 

                                                                       
 
                0     х 

 1) ,0<ab  2) ,0>cD  3) ,0>bD  4) ,0>bc  5) 0>aD . 

2 
Найдите n, Z∈n , если известно, что произведение координат точки 
пересечения графиков функции )1(log2 += xy  и 31 xy −=  
принадлежат интервалу (n, n +1). 

3 

Установите область определения функции  

1) ,1
3 xx

y
−

=                  2) 13 12 −= +xy .  

 

4 

Установите область определения функции 

1) )4(log 2
2 −= xy ,      2) 

12 −+
=

xx
xy . 

5 
Установите множество значений функции  

1) xy 2cos3 −= ,  2) 







+
−=

5
31log3 x

xy . 

6 
Установите множество значений функции, заданной на отрезке  

,2sin xy =  ]2arctg,
3
1arctg[∈x . 

7 
Укажите номера периодических функций 
1) ),cos8lg( xy −=  2) xy 2cos3= , 3) xxy tg= , 4) xy sin1+= . 

8 
Укажите номера четных функций 

1) 
xx

xy
sin3+

= , 2) xxy 5tg2 3= , 3) xxy 25 2 −= , 4) 12 += xexy . 

9 
Укажите номера нечетных функций 

1) xxy 2sin2= , 2) xxy 2ctgtg2 ⋅= , 3) xy sin=  4) )3lg(1 sin2 xxy ⋅+= . 

10 Найдите )(xf и вычислите )5(f , если 
32

1)(
−

=ϕ
x

x , xxf =ϕ ))(( . 
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Функции                                                   Вариант 2 

№ 
задания Задание 

Укажите номера верных неравенств, если 
график квадратичной функции 

cbxaxy ++= 2 , acbD 42 −=  имеет вид: 

                   y 

                  0       х 

                                                                                                                                                                                    1 

1) ,0<ab  2) ,0<aD  3) ,0<bc  4) ,0<bD  5) 0>cD . 

2 
Найдите n, Z∈n , если известно, что произведение координат точек 
пересечения графиков функции xy 2=  и xy −= 3  принадлежат 

интервалу (n, n + 1). 

3 
Установите область определения функции  

1) ,3
2 xx
xy

+
−

=                          2) 14 1 −= −xy .  

4 
Установите область определения функции 

1) )5lg( 2xxy −= ,                  2)
5
11

+
−

+=
x
xy . 

5 

Установите множество значений функции  

1) xy 3cos12 −= ,        2)
x
xxy 22 −−

= . 

6 
Установите множество значений функции, заданной  
на отрезке ,2 xxy −=  ]7log,1[ 2−∈x . 

7 
Укажите номера периодических функций 

1) ,cos1 2 xy +=  2) )3sin( xy = , 3) )cos3(log2 xy −= , 4) xxy sin2= . 

8 

Укажите номера четных функций 

1) 
x

xy
lg

42 +
= , 2) xxy 4sin)1( 6 += , 3) 

xx
y

xx

3
22

3 +
−

=
−

 4) 63lg2 += xxy . 

9 
Укажите номера нечетных функций 
1) xxxy 2cos)( 3 += , 2) xxy 33 2= , 3) xxy 5tg2=  4) )1lg( 2xxy −= .  

10 
Найдите ))(( xf ϕ и вычислите ))(( 0хf ϕ , если 

1
1)(
−

=ϕ
x

x , 

12)( += xxf , 20 =x . 
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Функции                                                   Вариант 3 
№ 

задания Задание 

Укажите номера верных неравенств, если 
график квадратичной функции 

cbxaxy ++= 2 , acbD 42 −=  имеет вид: 

    y               
                                                                                                                                                                                                                                                                                                 
 
    0                         x    

1 

,0)1 >ab  ,0)2 <aс  ,0)3 >bD  ,0)4 >aD  0)5 >bc . 

2 

Установите число точек пересечения графиков функций xy cos=  и 







 π

−=
2

log8 xy . 

3 

Установите область определения функции  

1)
12 −

=
x

xy ,                  2) 
2

2

3
11

+







−=

x

y .  

4 

Установите область определения функции 

1) )36(log 2

3
1 xxy −= ,   2)

6
3

2 −+
−

=
xx

xy . 

5 

Установите множество значений функции  

1) xy 2sin
2
1

= ,        2)

2
3

1

+
−

=

x
x

y . 

6 

Установите множество значений функции, заданной на отрезке 

,
tg

sin12
x

xy −=  



 ππ

∈
4

,
6

x . 

7 
Укажите номера периодических функций 
1) ),2lg(sin += xy  2) 2)1tg( −= xy , 3) xy x sin2= , 4) xy cos5−= . 

8 
Укажите номера четных функций 

1) xxy 2tg24 −= , 2) )31( 22 xxy += , 3) xxy ln)1( 4 +=  4)
x

xy
cos1

sin
+

= . 

9 
Укажите номера нечетных функций 

1) 
1
1

2 +
+

=
x
xy , 2) xxy 2tg)3( 32 += , 3) 








+
−

=
x
xy

sin1
sin1ln  4) 

x
xy

cos1
sin
+

= . 

10 Найдите )(xϕ и вычислите 





ϕ

2
1

, если 13)( += xxf , 
x

xf
2
1))(( =ϕ . 

 



 470

Функции                                                   Вариант 4 
№  

задания Задание 

Укажите номера верных неравенств, если 
график квадратичной функции 

cbxaxy ++= 2 , acbD 42 −=  имеет вид: 

                 y 

                                                                                                                                                                                                                                                                 
 
              0                  х 

1 

,0)1 >ab  0)2 >ac  ,0)3 <bD  ,0)4 >cD  0)5 <aD . 

2 
Найдите n, Z∈n  если известно, что абсцисса точки пересечения графиков 
функций 32 −= xy  и xy

2
1log=  принадлежит интервалу (n, n +1). 

3 Установите область определения функции 1) ,2
xx

xy
−
−

=  2) 
x

y
32

5
11

−







−= . 

4 Установите область определения функции 1) xy lglg= , 2) 







−
−=

32
1log2 x

xy . 

5 
Установите множество значений функции  

1) )1(arctg3 −−= xy ,        2)
3
1

+
−

=
x
xy . 

6 
Установите множество значений функции, заданной на промежутке 

1)
x
xy x 43 −= , 1≤x . 

7 
Укажите номера периодических функций 

1) xy sin2= , 2) xxy sin)1( += , 3) )(tg 2 xxy += , 4) 





 +=

3
cos 12 πxy . 

8 

Укажите номера четных функций 

1) 12cos4 −= xy , 2) xxy 2tg2sin ⋅= , 3) 
12
12

sin

sin

−
+

= x

x

y ,  4)
1

1
2 ++

−
=

xx
x

y . 

9 
Укажите номера нечетных функций 

1) 32 xxy −= , 2) 
xx

xy
2cos

3tg
4 +

= , 3) xxy 4sin)1( 2 += , 4) )1lg( 2 += xxy . 

10 
Найдите ))(( xf ϕ и вычислите значение ))(( 0xf ϕ , если 

x
xxf 1)( −

= , 

x
x 1)( =ϕ , 30 =x . 
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Функции                                                   Ответы 
№ вар. 

 
№ за-
дания 

1 2 3 4 

1 4 5 3 2 и 5 

2 0 –1 3 1 

3 

1) 1;0;1−≠х  

2) 




 +∞− ;

2
1

 

1) 0;1−≠х  

2) [ )+∞;1  
1) [ ) ( )+∞∪ ;11;0  

2) [ )+∞− ;4  

1) ( ) ( )+∞∪ ;11;0  

2) 




 ∞−

3
2;  

4 

1) ( ) ( )+∞∪−∞− ,22,  
 









+∞

+−
∪

∪






 −−

;
2

51

0;
2

51)2
 

1) ( )5;0  
2) ( ) [ )+∞−∪−∞− ;25,  

1) ( )2;0  

2) ( ) [ )+∞∪− ;32,3  

1) ( )+∞;1  

2) ∪∞− 







2
3; ( )+∞;3  

5 1) [2;4] 
2) (0; +∝) 

1) [1;4] 
2) [0; +∝ ) 

1) 





2
1;0  

2) 














 +∞∪ ;
2

1
2

1;0   

1) 





 −

2
3;

2
3 ππ

 

2) [ ) ( )+∞∪ ;11;0  

6 



 1;
5
3

 











−

e

elog
;2 2  



 − 6;224  ( ] ( ]7;51;3 ∪−−  

7 1,2,4 1,3 1,2,4 1 

8 1,2 3 1,3 1,2 

9 1 1,3,4 3,4 2,3,4 

10 
х
х

2
31+

; 
5
8

 
1
1

−
+

х
х

; 3 
х
х

6
21−

; 0 х−1 ; –2 
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Производные           Вариант 1 

№ 
задания Задание 

1 
Найдите производные функций: 
1) 63xey x += − ,                   

2) xxy 22= .                          

2 

Найдите производные функций: 

1)
25
12

−
−

=
x

xy ,                    

2)
1ln

3sin
−

=
x

xxy .  

3 Найдите ,
2 






 π′f  если 

x
xxxf
sin

12)(
3

2 −
⋅−= π . 

4 

Касательная к графику функции 142 +−−= xxy  

параллельна касательной к графику функции xxy 22 −=  
в точке с абсциссой х = 1. Найдите  абсциссу точки 
касания. 

5 
Найдите координаты точки пересечения касательной к 
графику функции 2216 −−= xy , имеющей угловой 
коэффициент )2ln2(− , с осью абсцисс. 

6  Найдите экстремумы функции 
1

2)( 2 +
=

x
xxf . 

7 
Найдите наименьшее и наибольшее значения функции 

23 3)( xxxf −=  на отрезке ]1;4[− . 

8 
Найдите интервалы убывания функции  

xxxf 4
3

)(
3

−= . 

9 

При каком наибольшем значении а функция  

57
3
2)( 23 ++−= axaxxxf  возрастает на всей числовой 

оси. 

10 
Участок площади 12,5 имеет форму прямоугольника, 
завершенного полукругом. Установите, при каком радиусе 
полукруга периметр участка будет наименьшим. 
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Производные           Вариант 2 

№ 
задания Задание 

1 
Найдите производные функций: 
1) xexy −+= 23 ,       
2) xxy sin)2( += .  

2 

Найдите производные функций: 

1)
x

y
x

ln
2−

= ,                             

2) 27
sin
ln 3 ++= x

x
xy .  

3 Найдите ),( π−′f  если )sin1()( xexf x += . 

4 

Найдите абсциссу точки, в которой  касательная к 
графику функции 1+−= xy  параллельна прямой 

3
8
1 −−= xy . 

5 
Запишите уравнение касательной к графику функции 

)1)(1( 2 ++= xxy  в точке его пересечения с осью 
абсцисс. 

6 
 Найдите экстремумы функции  

2
4)(
x

xxf += . 

7 
Найдите наименьшее и наибольшее значения функции 

xxxf 12)( 3 −=  на отрезке ]3;1[− . 

8 
Найдите длину промежутка возрастания функции 

1
5)( 2 +

=
x

xxf . 

9 

При каком наибольшем значении а функция  

113
3
2)( 23 −−+−= axaxxxf  убывает на всей 

числовой оси. 

10 
Найдите наибольшую  возможную площадь 
параллелограмма с острым углом 30° и периметром  
8 см. 
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Производные           Вариант 3 

№ 
задания Задание 

1 

Найдите производные функций: 
1) 2253 −−= xexy ,                   

2) )2ln()1( xxy +=  .           

2 

Найдите производные функций: 

1)
3

sin
2 +

=
x

xy ,                 

2)
2

4
−

+=
−

x
x

x
ey

x

.    

3 Найдите ),1(f ′  если 
12ln

23)( 2 +
−

⋅
=

x
xxf

x

. 

4 
Найдите координаты точки пересечения касательной к 
графику функции 34,6 −= xy , имеющей угловой 
коэффициент 1,6, с осью абсцисс. 

5 

Касательные, проведенные к графику функции 

1
1
+

=
x

y  в точке с абсциссами 3 и х0, параллельны. 

Найдите х0. 

6 
 Найдите максимум функции  

1
2

)( 23
4

+−+= xxxxf . 

7 
Найдите наименьшее и наибольшее значения функции 

23 3)( xxxf −=  на отрезке ]3;1[ . 

8 
Найдите общую длину интервалов убывания функции 

xxxxf −+=
46

)(
23

. 

9 

При каком наибольшем значении а функция  

7
3
2)( 23 ++−= axaxxxf  возрастает на всей 

числовой оси. 

10 Найдите число, максимально превышающее свой 
квадрат. 
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Производные           Вариант 4 

№ 
задания Задание 

1 

Найдите производные функций: 

1) xexy −+= 2
4
1 4 ,       

2) xexy ⋅= cos3 .         

2 

Найдите производные функций: 

1)
52

22

+
+

=
x

xxy ,                        

2)
xx
xxy

+
= 2

cos2
. 

3 Найдите )0(f ′ , если xexxxf )()( 3 −= . 

4 
Запишите уравнение касательной к графику 

xxy 5,0ln3 −=  в точке с абсциссой х = 3. 

5 

Касательная, проведенная к графику функции 
23 xxy += , в точке с абсциссой х0 параллельна 

касательной к этой же функции, проведенной в точке с 
абсциссой 0. Найдите х0. 

6 
 Сколько максимумов имеет функция  

21)( 2
2 −+=

x
xxf ? 

7 
Найдите наименьшее и наибольшее значения функции 

4
5

)(
5

++−= xxxf  на отрезке 



−

2
1;2 . 

8 
Найдите интервалы монотонного возрастания функции 

323)( xxxf −= . 

9 

При каком наибольшем значении а функция  

34
2
1)( 23 +−+−= axaxxxf  убывает на всей 

числовой оси. 

10 
Найдите максимально возможную площадь участка, 
если он имеет форму прямоугольной трапеции с 
острым углом 30°  периметром 24. 
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Производные           Ответы 
№ вар. 
 

№  
зада- 
ния 

1 2 

1) 518xe x +− −  
 

1) xex −− 23 2  
 1 

2) 2ln222 2 xx xx +  2) xxx cos)2(sin ++  

1) 2

2

)25(
545

−

+−

x
xx

 
1) 

x
x

x xx

2ln

21ln2ln2 −− −−
 

2 
2)1(ln

3sin
1ln

3cos33sin
2)

−
−

−

+

x

x
x

xxx
 

232

221
2sin

coslnsin
1

2)
+

+
−

x

x

x

xxx
x

 

3 
2

2π
−  0 

4 –2 15 

5 





 + 0,

2ln
2ln37  22 += xy  

6 –1; 1 3 

7 –112; 0 –16; 11 

8  (–2,2) 2 

9 14 6 

10 2,5 2 
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  № вар. 

 
№  
зада- 
ния 
 
 

3 4 

1 
 

1) 224 215 −− xex  

2) 
x

x
x
x 1

2
2ln +

+  

1) xex −− 23  

2) xexe xx cos3sin3 +−  

2 

1) 
22

2

)3(
sin2)3(cos

+

−+

x
xxxx

 

 

2) 

2

2

)2(
2)2(4

−
−−

+

+
−− −−

x
xx

x
exe xx

 

1)
2

2

)52(

2)52)(22(

+

+
−++

x
x

xxxx
 

 

2) 

22

2

)(
)12(cos2

)sin2cos2(

xx
xxx

xx
xxx

+

+
−

−
+

−

 

3 6 –1 

4 (–1;0) 33ln3
2

−+=
xy  

5 –5 
3
2

−  

6 1 0 

7 –4; 0 3,2; 8,4 

8 3 (0,2) 

9 2 6 

10 0,5 24 
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Первообразные           Вариант 1 
№ 

задания Задание 

1 

Постройте график 
функции )(xf  на отрезке 

]3;3[− , если 0)0( =f ,  
а график )(xf ′ на этом 
отрезке имеет вид: 
 

                          у 
                         1 

         –3  –2    –1      0     1      2    3     х 

                         –1 
                          

2 
Найдите первообразную функции  

1) xxxf sin)( −= ,                  2) 
x

xxf 1)( −= . 

3 
Найдите первообразную функции  

1) xexxf −=
2

)(
2

,                    2) xxxf 2sin)( += . 

4 
Найдите первообразную функции xxxf 2cos9)( 2 −= , 

если известно, что 0
2

=





 πF . 

5 
Найдите первообразную функции xxf sin3)( = , 
проходящую через точку )1,(πM . 

6 Вычислите ∫ +

1

0
3 21 x

dx
. 

7 Вычислите dxex∫
−

+
0

1

1 . 

8 
Вычислите площадь фигуры, ограниченной линиями 

exxy
x

y ==== ,1,0,1
. 

9 
Вычислите площадь фигуры, ограниченной линиями 

xyxy == ,3 . 

10 

Скорость точки, движущейся  прямолинейно, 

определяется по равенству 
1

1
+

=
t

v , [v] = 
с
м

. Найдите 

путь, пройденный точкой за первые 9 с. 
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Первообразные           Вариант 2 
№ 

задания Задание 

1 

Постройте график 
функции )(xf  на отрезке 

]3;1[− , если 
2
1)0( −=f , 

а график )(xf ′ на этом 
отрезке имеет вид: 

                          у 
                         1 

              –2    –1       0      1     2      3     х 

               –1 
                          

2 
Найдите первообразную функции  

1) xxxf sin)( 3 += ,               2) 
x

xxf 1)( 2 −= . 

3 
Найдите первообразную функции  
1) 22)( xxf x −= ,                   2) xexxf −=)( . 

4 
Найдите первообразную функции  

xxf cos2)( +−= , если известно, что 1)0( −=F . 

5 

Найдите первообразную функции 2sin)( += xxf , 

проходящую через точку 





 π

π 2,
2

M . 

 

6 Вычислите ∫ −
5,0

0
1 dxx . 

7 Вычислите dxx
∫
π

π−

2

2
sin . 

8 
Вычислите площадь фигуры, ограниченной  линиями 

π===+= xxyxy ,0,0,cos1 . 

9 
Вычислите площадь фигуры, ограниченной линиями 

xyxy −=+= 3,12 . 

10 

Скорость точки, движущейся прямолинейно, 

определяется по равенству tev −= , [v] = 
с
м

. Найдите 

путь, пройденный точкой от начала движения до 
момента 2ln=t  c. 
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Первообразные           Вариант 3 
№ 

задания Задание 

1 

Постройте график 
функции )(xf  
На отрезке ]3;3[− , если 

0)0( =f , а график 
)(xf ′ на этом отрезке 

имеет вид: 

                          у 
                         1 

                                                              х 
       –3  –2  –1 

–1
0      1    2   3 

                   –2    

2 
Найдите первообразную функции  

1) 23cos)( xxxf −= ,           2) xxxf −= 3)( . 

3 

Найдите первообразную функции  

1) xe
x

xf −=
1)( ,                2) xxxf 2cos)( += . 

4 
Найдите первообразную функции  

45sin)( xxxf += , если известно, что 3)0( =F . 

5 

Найдите первообразную функции xxf sin2)( += , 

проходящую через точку 





 π 0,

2
M . 

6 Вычислите ∫ +

1

0
3)1(x

dx
. 

7 Вычислите ∫ −

22

1 23x
dx

. 

8 
Вычислите площадь фигуры, ограниченной  линиями 

9,4,0, ==== xxyxy . 

9 
Вычислите площадь фигуры, ограниченной линиями 

xyxy == ,4 . 

10 

Тело движется прямолинейно, со скоростью 
3 1 tv += , [v] = 

с
м

. Найдите путь, пройденный телом 

за первые 7 с. 
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Первообразные           Вариант 4 

№ 
задания Задание 

1 

Постройте график 
функции )(xf  на отрезке 

]4;2[− , если 0)0( =f ,  
а график )(xf ′ на этом 
отрезке имеет вид: 

                      2     
                                       1 

                                                   х 

       –3     –2    –1   0
–1

1    2   3      4 

                          

2 
Найдите первообразную функции  

1) xxxf 2sin)( += ,            2) 
3

12)(
x

xf += . 

3 
Найдите первообразную функции  

1) x

x
xf 31)( += ,                    2) xexf x sin)( −= . 

4 Найдите первообразную функции 2)( xexf x += , 
если известно, что 2)0( =F . 

5 
Найдите первообразную функции xexf 5,0)( = , 
проходящую через точку )2,0(M . 

6 Вычислите ∫
27

8
3 2x
dx

. 

7 Вычислите dxx∫
π







 −π

0
3

3
2cos . 

8 
Вычислите площадь фигуры, ограниченной  линиями 

2,1,0,3 ==== xxyxy . 

9 
Вычислите площадь фигуры, ограниченной линиями 

xy
x

y −== 6,5
. 

10 

Тело движется прямолинейно, со скоростью 

равенству ttv 32 2 += , [v] = 
с
м

. Найдите путь, 

пройденный телом за отрезок времени от 11 =t  с до 
42 =t  с. 
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Первообразные           Ответы 
№ вар. 

№ за-
дания 

1 2 3 4 

1 

2   у 
              1 
                            1 

–3  –2   –1   0      1    2   3  х 

      у     2 
  

3/2
      1 

 
1/2        0   1       2   3 х 

   –1       –1/2 
  –3/2 
              –2 

  
                у 
                     
–3 –2    –1 0 1   2   3 х 
                  –1 
                   –2 

           у 
     –2 
     –1 

 –2 –1    0  1  2 3   4  х 
 
              –2 

2 
1) xx cos

2

2

+ , 

2) xx ln
2

2

−  

1) xx cos
4

4

− , 

2) xx 2
3

3

−  

1) 3sin xx − , 

2) 
25

2 2
2
5 xx −  

1) 2cos xx +− , 

2) 
x

x 122 −  

3 
1) xex

−
6

3

, 

2) 
2ln

2cos
x

x +−  

1) 
32ln

2 3xx

− , 

2) xex
−

2

2

 

1) xex −2 , 

2) 
2ln

2sin
x

x +  
1) 

3ln
3ln

x

x + , 

2) xe x cos+  

4 
3

3

8
3

2sin
2
13

π−

−− xx
 1sin2 −+− xx  5cos4 xx +−  1

3

3

++
xe x  

5 2cos3 −− x  π++− xx 2cos
 π−− xx cos2  )3(

2
1 +xe  

6 ( )19
4
3 3 −  








−

4
21

3
2

 
8
3  3 

7 1−e  2 2ln2  
3
3  

8 1 π  
3

38  
4

15  

9 
12
5

 4,5 0,3 5ln512 −  

10 10ln  
2
1

 11,25 64,5 
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КОНТРОЛЬНЫЕ ТЕСТЫ К РАЗДЕЛУ 12 

 
ТЕСТ 1 

№ 
задания Задание 

1 Верно ли, что точка 40 =х  принадлежит множеству 

определения функции 







+
−

−=
3
121lg

x
xy ? 

2 
Верно ли, что график функции 

53
1

+
−=

x
xy  проходит через точку 

(–1; –1)? 
3 Верно ли, что произведение функций xy 5sin=  и 5xy =  есть 

четная функция? 
4 Верно ли, что сумма четной и нечетной функции есть функция 

нечетная? 
5 Верно ли, что функция xxy 2cos3sin=  является 

периодической функцией? 
6 Верно ли, что графики функций 22 += xy  и 1−= axy  при а= 

– 1 не имеют общих точек? 
7 Верно ли, что графики функций 32 +−= xy  и 3+= xy  

пересекаются в точке (–2; 1)? 
8 Верно ли равенство )()( xgxf = , если )1)(1()( xxxf +−= , 

)1()( 2xxg −= ? 
9 Верно ли равенство )()( xgxf = , если 7)( xxf = , 

7)( xxg = ? 
10 Верно ли, что найдется функция 1+= axy , 0≠a , имеющая 

отрицательный корень? 
11 Верно ли, что не существует функции вида 12 ++= xaxy , 

0≠a , равной единице при положительных значениях х? 
12 Верно ли, что найдется значение а, при котором функция 

12 −+= аxxy  равна –1 только при одном значении х? 
13 Верно ли, что найдется такое значение а, при котором функция 

12 −+= аxxy  отрицательна на промежутке (0; 1)? 
14 

Верно ли, что если 
x

xf 1)( = , то xxff =))(( ? 

15 Верно ли, что если xxf =)( , то xxff =))(( ? 
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16 
Верно ли, что функция 

1
12

−
−

=
x
xy  имеет корень на отрезке 

 [–1; 1]? 
17 Верно ли, что найдутся такие значения а, при которых точки (0; 

1) и (–1;0) принадлежат графику функции 
1−

+=
x

axy ? 

18 Верно ли, что для любого к существует положительное значение 
х, при котором 1)( 2 −= xxf  равно 1)( += кхxg ? 

19 Верно ли, что для любого отрицательного значения к 
существует единственное значение х, при котором 

1)( 2 −= xxf  равно 1)( −= кхxg ? 
20 

Верно ли, что производная функции 
2

tgln)( xxf =  в точке 

20
π=x  равна 1? 

21 Верно ли, что производная функции 12 2

2)( −−= xxxf  в точке 

00 =x  равна 
2
1

? 

22 Верно ли, что производная функции xxxf cos)( 2=  в точке 
π=0x  равна π2 ? 

23 
Верно ли, что функция 2)1(

1)(
−

=
x

xf  дифференцируема в 

точке 10 =x ? 
24 

Верно ли, что функция 





 −π=

2
1tg)( xxf  дифференцируема в 

точке 00 =x ? 

25 Верно ли, что функция xxxf 4)( 3 +=  возрастает при всех 
значениях аргумента? 

26 
Верно ли, что функция 32

11)(
хх

xf −=  убывает на интервале 

?)0,(−∞  
27 Верно ли, что множество значений производной функции 

x
xxf

cos1
sin)(
+

=  есть промежуток (0; 2]? 

28 Верно ли, что угловой коэффициент касательной к графику 
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функции =)(xf  x
x

+4
 в точке с абсциссой =0x  4 равен 0? 

29 Верно ли, что угловой коэффициент касательной к графику 
функции 122)( 23 −+−= xxxxf  равен 3 в двух точках? 

30 Верно ли, что точка 20 −=x  является точкой максимума 

функции 2
4)(
х

xxf += ? 

31 Верно ли, что число точек экстремумов функции, производная 
которой )2()1)(3()( 2 −−+=′ xxxxf , 
равно двум? 

32 Верно ли, что суммарная длина интервалов убывания функции, 
производная которой )3)(4()( 2 +−=′ xxxxf , равна 3? 

33 Верно ли, что максимум функции 249)( 32 −−= xxxf  равен 
84? 

34 Верно ли, что наименьшее значение функции 

22
4)( 2 +−

=
хх

xf  на отрезке [0, 2] равно 2? 

35 Верно ли, что все значения функции 23)( 23 +−= xxxf  на 
отрезке [–1, 2]  удовлетворяют неравенству 4)(2 ≤≤− xf ? 

36 Верно ли, что функция xxg sinln)( = является первообразной 
для функции xxf ctg)( = ? 

37 
Верно ли, что функция 

1
1)(

+
−=

x
xxg является первообразной для 

функции 2)1(
1)(
+

=
x

xf ? 

38 Верно ли, что первообразная функции 4)( xxf = , проходящая 

через точку )2,1(0M  имеет вид 
5

11)(
5 +

=
xxF ? 

39 
Верно ли, что функция xxxxg arcsin

2
11

2
)( 2 +−=  и   

xxx arccos
2
1)(arccos2sin

4
1)( −=ϕ  являются первообразными 

одной функции? 
40 Верно ли, что площадь синусоиды xxf sin)( =  на полупериоде 

равна 2? 
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ТЕСТ 2 
№ 

задания Задание 

1 Верно ли, что точка 50 −=х  принадлежит множеству 

определения функции
3
153

−
+

−=
х
хy ? 

2 
Верно ли, что функция 

2
3lg −= xy  отрицательна при 4=х ? 

3 Верно ли, что произведение функций xy 6sin=  и 6xy =  есть 
четная функция? 

4 Верно ли, что сумма двух четных функций есть функция четная? 
5 Верно ли, что функция xxy 3cossin3 +=  является 

периодической функцией? 
6 Верно ли, что графики функций 73 +−= axy  и 12 += xy  при 

а= – 1 не имеют общих точек? 
7 Верно ли, что графики функций 4+−= xy  и 23 −= xy  

пересекаются в точке (–1; 5)? 
8 Верно ли равенство )()( xgxf = , если 

)1)(1()( 2xxxxf +−+= , 1)( 3 += xxg ? 
9 Верно ли равенство )()( xgxf = , если xxxf −+=)( , 

xxg −= 2)( ? 
10 Верно ли, что любая функция вида 1+= axy , 0≠a , при 

отрицательных значениях х, может быть больше 1? 
11 Верно ли, что найдется функция вида 12 ++= xaxy , 0≠a , 

имеющая корень, больший, чем 1? 
12 Верно ли, что существует единственное значение а, при котором 

корни функции 12 −+= аxxy  равны по модулю? 
13 Верно ли, что при любом значении а, функция 12 −+= аxxy  

положительна на промежутке (0; 1)? 
14 

Верно ли, что если 
х

xf 1)( = , то xxff =))(( ? 

15 Верно ли, что если хxf −= 1)( , то xxff =))(( ? 
16 

Верно ли, что функция 
12
14 2

−
−

=
х
xy  имеет корень на отрезке [–1; 

1]? 
17 Верно ли, что найдутся такие значения а, при которых точки (0; 
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1) и (–1;0) принадлежат графику функции 
аx
axy

−
+= ? 

18 Верно ли, что для любого к существует положительное значение 
х, при котором 1)( 2 −= xxf  равно 1)( −= кхxg ? 

19 Верно ли, что существует значение к, при котором 1)( 2 −= xxf  
не равно  1)( += кхxg  при  всех значениях  х? 

20 Верно ли, что производная функции xxf 2cos)( =  в точке 

60
π=x  равна 

2
3

? 

21 
Верно ли, что производная функции 

1
1ln3)(

+
−=

x
xxf  в точке 

20 =x  равна 1? 
 

22 Верно ли, что производная функции xxxf 2ctg2tg)( −=  в 

точке 
80
π=x  равна 0? 

 
23 Верно ли, что функция 1)( −= xxf  дифференцируема в точке 

10 =x ? 
 

24 Верно ли, что функция )1ln()( += xxf  дифференцируема в 
точке 00 =x ? 

25 Верно ли, что функция xxxf sin2)( +=  возрастает при всех 
значениях аргумента? 

26 
Верно ли, что функция 

x
xxf 1)( +=  возрастает на всей оси 

области определения? 
27 Верно ли, что множество значений производной функции 

x
xxf

sin1
cos)(
+

=  есть промежуток (–∝; –2]? 

28 Верно ли, что угловой коэффициент касательной к графику 

функции 3ln13)( 1

x
xf x += −  в точке с абсциссой 10 =x  равен 

0? 
29 Верно ли, что угловой коэффициент касательной к графику 
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функции 
1
3)(

+
−=

x
xxf  равен 1 в двух точках? 

30 Верно ли, что точка 10 −=x  является точкой минимума функции 

х
xxf 21)( 2 −+= ? 

31 Верно ли, что число точек экстремумов функции, производная 
которой )2)(1)(3()( −−+=′ xxxxf , равно 2?равно двум? 

32 Верно ли, что число интервалов убывания функции, производная 
которой )5)(1)(3()( ++−=′ xxxxf , равно 2? 

33 Верно ли, что минимум функции 249)( 32 −−= xxxf  
 равен (–24)? 

34 Верно ли, что наименьшее значение функции 

32
6)( 2 −−

=
xx

xf  на отрезке [0, 2] равно 2? 

35 Верно ли, что все значения функции 26)( 23 +−= xxxf  на 
отрезке [1, 2] удовлетворяют неравенству 2)(14 ≤≤− xf ? 
 

36 Верно ли, что функция xxg cosln)( =  является первообразной 
для функции xxf tg)( = ? 

37 Верно ли, что функция 21)( xxxg −=  является первообразной 

для функции 
21

1)(
x

xf
−

= ? 

38 Верно ли, что первообразная функции xxf 2sin)( = , 
проходящая через точку )1,0(0M  имеет вид 

2
2cos3)( xxF −= ? 

39 Верно ли, что площадь фигуры, ограниченной параболами 
2ху =  и 2ух = , равна 

3
1

? 

40 Верно ли, что площадь, ограниченная графиком функции 

xxf 2sin)( =  и осью абсцисс на периоде равна 
2
π

? 
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Ответы к тестам 

Тест 1 Тест 2 

№ 

задания 
ответ 

№ 

задания 
ответ 

№ 

задания 
ответ 

№ 

задания 
ответ 

1 нет 21 нет 1 да  21 нет 

2 да 22 нет 2 да 22 нет 

3 да 23 нет 3 нет 23 нет 

4 нет 24 нет 4 да 24 да 

5 да 25 да 5 да 25 да 

6 нет 26 нет 6 нет 26 да 

7 нет 27 нет 7 нет 27 нет 

8 да 28 да 8 да 28 да 

9 нет 29 да 9 да 29 да 

10 да 30 нет 10 нет 30 да 

11 нет 31 да 11 да 31 нет 

12 да 32 да 12 да 32 да 

13 да 33 да 13 нет 33 да 

14 да 34 да 14 нет 34 нет 

15 нет 35 да 15 да 35 да 

16 нет 36 да 16 да 36 нет 

17 нет 37 нет 17 нет 37 нет 

18 да 38 нет 18 нет 38 да 

19 нет 39 да 19 нет 39 да 

20 да 40 да 20 нет 40 да 
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